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[ प्राप्त--फरवरी 9, 976 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में दो चरों वाले #7-फलन की भ्रनन्त श्रेणी के तीन रोचक रूपान्तरणा प्राप्त किये 
'गये हैं । फाक्स का प7-फलन, माइजर का 6-फलन तथा हाइपरज्यामितीय फलन हमारे मुख्य फलों को 
विशिष्ट दशाओं के रूप में हैं । 
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4. प्रस्तावना 
इस प्रपत्र में आये दो चरों वाले सार्वीकृत फलन को हाल ही में मित्तल तथा गुप्ता:7 ते प्रचलित 
क्रिया है और यह निम्नांकित रूप में परिभाषित एवं प्रदर्शित है: 
ः धरा ] (६); ०); “3933 #7 
24 (0589 कर 8 | ४ 


मा, 3) -- मे 0 (८,,/।)5 #2 
7225 (३ (4, 0,)]५49 है 
ही हा (०),53)3,/ 


(235 43 ( ऊि 49)35 9५ 
 । 
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है 
जहाँ. ९(४, 7)55 कक मा 
य आधा] ०ा8४-4४) 7 2(-0/--/8+-22) 
ल्यधु्ताई: हा ॥ 
7 9 792 
77 7(४8/-०७) 7/ 7(-८;+7?;७) 

उचा कच 

५०५) | 
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हे 
है इन 
९3 हि या 2? 8 है कह 
, रे <(4-//+/2/) 7/ :(४-7,०) 
/57॥73+- 4 चाइना 


("), 


(-2) 
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४, » शन्य के तुल्य नहीं हैं और रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है। अनरण पूर्णॉंक #;, 7; 
47057, 2, 3) और #%&, #% ऐसे हैं कि 0<॥€9/ 4220, 0<#%/<4/0--, 2, 3; 7-52, 3), सभी 


अक्षर 4:.०), 2), 8;. 7), 0, *; एवं ४ धन हैं । 


कंटूर 7, तथा 7. उपयुक्ततः परिभाषित हैं शौर समाकल्य के समस्त पोलों को सरल मान लिया 


गया है । 


(-[) में परिभाषित प़(७, 9) जिन प्रतिबन्धों के अन्तर्गत अभिसारी होता है झर एक वश्लेषिक 
फलन को प्रदर्शित करता है वे मित्तल तथा गुप्ता के प्रपत्र में उल्लिखित हैं [3, 7. 9 () से (५)] । 
स्थानाभाव के कारण ये प्रतिबन्ध नहीं दिये जा रहे । किन्तु फिर भी यह मान लिया गया है कि इनसे 
संगत प्रतिबन्ध प्रस्तुत प्रपत्र में आ्राये दो चरों वाले समस्त 7-फलनों द्वारा तुष्ट होते हैं। #४(», 9) 


की विभिन्न विशिष्ट दशायें भी दे दी गई हैं । 
यहाँ पर (6;; ०;, 4)),,/ से प्राचलों के अनुक्रम 


(्धा 3 6.5 4)५ 82७9 (६4५ 9 ६० /5$ 4») 9 (६५, ०;)9# 


क्योकि 0 0 कक 2 00 4 (-3) 





(८) 
का बोघ होता है ।? 


पए्र-फलन की अनन्त श्रेणी के रूपान्तरण 3 


शोर भी 


है 6 [(4/; ०5 4)फ98 | 5 
2, 4/ (28; 8), 82))3,4 


। 
से यह भी सूचित होगा कि ... द्वारा दर्शित प्राचल ठीक वैसे हैं जसे कि (-) में प्5, 9) के । इस 
प्रकार अन्य संकेतनों के सम्बन्ध में मानना होगा । 


2. प्रसार सूत्र 


हम दो चरों वाले #-फलन सम्बन्धी निम्नांकित प्रसार सूत्रों की स्थापना करेंगे। 


प्रसार सूत्र ॥ 
गा 0] +। ] (]--८2८--7; #, 0),(4); ०३ 4/)फ #] 
छाप (वा? | (0४ 8 2) ६ ८ 
हे 7#6 प्त (बी (५ हल (८),//)4: 22 
207 | फ व३न। * | (व+ 7, 0,(4), भी व; 
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285 437 | ( है हे /7)५ १3? ( हे ५ /८) 
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कम 6?रभह हि] 
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न्प्ज्ज ( || ना हुए हा पा ) रे !" | (८ न्‍ धं--ा )+ 
(2 ह-+- ] ) (]--८--7; # 70,(6); ५५ 4[)7 #7 ह 
प्र 27 न > (१ न ( /+ र्ध; ॥, /८), (| 9 835, 8,)॥, (] 


/70५ -- , #॥५ ) (८), 7:)॥5 #५9/ (4-० --) /#) | 
कर 9 4५ (4-- !, /), (४, 9))9 (9 | 
&# आई | 


च्च्टि 


कर ( आित टीजलन्नर्कय 

“४ (०--४---४ ) हा # ! (2-- ८), 

ह धन ] (/+ 4-73 #9 7), (०); ५3 4/)9 #: 
0:+ कक | (74; #, #),00 8 टीके 

९ 7 


7,-+, ५ ५ | (८$ 7) /क (7०-०३ /) 
| हा न ] 9 (9 ना | (| पथ ८---+ /, /),(4,, 05)7,4: 


(2') 


बशतें कि | 8 (-०) |<०, ह, /£:20 जिसमें --- द्वारा प्रदशित प्राचल जो (2-]) में #४-फलन में 
आये हैं वे ही हैं जैसे (2-) में हैं । 


ओ० पी० गे 


(2-) की उपर्पत्ति 
(2-]) के बाम पक्ष में (-[) से दो चरों वाले अ-फलन का मात्र रखने पर तथा (3) का 


उपयोग करने पर 


7(८+॥४+-॥४)/(४-४४)(८--॥७ +-॥2)/(४-70), 


। 4 (८+/॥४-+-/८)/ ((-॥5)(८--/४ +-/८7) 
गठित |... 7५ “5, 7) ॥(]--/7-+४४)([ 555), 
#+>0 7! (247) 


59 7 


>>79 &6 4. (८) 


जहाँ 4(5, 7)5-9(5, 7)0/(3)0,/(/),9 (७, 7), 6,(0), 0,(7) दो (:2) द्वारा प्राप्त किये जाते है । (८) में समा- 
कलन तथा संकलन के क्रम को परस्पर विनिमय करने पर 


] ९£ 7(८--/७४-+-7४)7(४--/४) 
लि (8 9“ (४, 7) त कह (८) 


>५7(८--/७--/६८, 4--#5; 4--7-+ /; 2) < 97 व दा (20), 
प्रव निम्तांकित फल [!, 9. 08()] से 


4 (८)7(८-- ४-8) 


हू ए- छा) 2४१(4, 8; 4+-9--८--; -- 2) 


४7 वें; 0:65 2) 


॥' /' | ॥)। धर 7 
का (--2)7#४ +#7(6--6, ८-०; ८०००-४+; 7-2) (22) 
जहाँ | 2४१ ((-2८) |<+ 


(2) द्वारा व्यक्त व्यंजक को 


| 
4 ([--८-- -- ह्ज्ाः “७, । 
पल 9 (2+7)* ग्ि /28 “5, 7) 4 (]--८--/-/॥5)< (]---/-+ /७-| ९) 
2 227(८--/४-+-/८, 4-/5; ८+ 4-7; ]--2) ए7 द8 दं। 
7 ] ऐ' 
“7४ (6+-०५/--१) (कमर कं 78 “(५ 7)(।--2)77०००८7 ,/, ([--८--/... |, 


[--4-/7२४४+#/४; 2--८-०-/; ] --2) 25 9४ 58 77 (४2) 
के रूप में रखा जा सकता है। (7) में आये गॉँस हाइपरज्यामितीय फलन को [[, 9. 56(2)] की सहायता 
से प्रसारित करने पर और उसके अन्तर्गत समाकलन तथा संकलन के क्रम को परस्पर विनिभय करने 
पर निम्नांकित फल प्राप्त होता है । 


गा » (0-० ( 
ए_-०-०-२) 2 तह ह छोर 4५ 0 





अ7-फलन की श्रनन्त श्रेणी के रूपान्तरण है, 


/(2+#+-/॥58 -+-/८7) / (६ + # -- ॥७) 


आग 5 आज आह 


कर ०. (]-2)+/-76०- का ४ 
पी (०-+-4१/-) < #॥((2--८--४- /), (#प 





0 न 


न कक 0 ही 


(7?) में (-) के सम्प्रयोग से (2:]) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होगा । 

(2) में समाकलन तथा संक्रलन के क्रम के परस्पर विनिमय के सम्बन्ध में य३ देखा जाता है कि 
पर पर /8' -+-/5४, 4-#७ ५ का ओ (८- |) -। /८7) (थं ॥ 0 
() ४४ गे __ आह अंक हि (--7/+-/7/), /! 


किसी भी निश्चित क्षेत्र 0& | 2 |& | ० | में चाहे | ८ |< भ्रथवा | 6 |-5], 2२०८([--०--४-/):>0 में 
समरूप से श्रभिसारी है । 


(॥) समाकल में आये गामा फलन प्रभागश: संतत होते हैं । 


(0) (८) में आये द्विगुण मेलिन प्रकार का समाकल पूर्णतया श्रभिसारी है क्योंकि इसः प्रपत्र 
में आये वे प्रतिबन्ध दो चरों वाले समस्त #-फलनों द्वारा तुष्ट होते मान लिये गये हैं जो मित्तल तथा 
गुप्ता [3, 9. 9(0) से (शं)] द्वारा दिये गये हैं। 


फलत: (८) में समाकलन तथा संकलन के क्रम का परस्पर विनिमय न्यायवंगत है। इसी प्रकार 
(22) में समाकलन तथा संकलन के क्रम परिवर्तन को न्यायसंगत माना जा सकता है। इस प्रकार 
उपपत्ति पूरी हुई । 


(2:7) की विशिष्ट दशायें 


(2-) में यदि हम प्रत्येक श्रक्षर 4), 2;, £;, /; को इकाई तुल्य रखें, /->, / 5-50, #8३5८॥, 
४6528 तथा सीमा को »->0 मान लें तो हमें ज्ञात फल की सहायता से [2,9. 32( -4)) कुछ सरली- 
करण के उपरान्त निम्नांकित फल प्राप्त होता है : जी 


हर डा 0४ [_(--/, /),(4|, 6;)2५ । 
एम 8 (30 "की, | (2-+-#, #),(0], /0/)294 | 
हे ह ([77८2)// 
लत (६८--१-८) गत-व्यश्प्क, 
८ 2 हल (८ / /7) (4, ८ 7 (4 (८५, /2) । 
2+८4+7 | (2-7, 6),(2;,. 8/)9 ०(2+५० /) 
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४ ( स 2)4+7- 6 
+/(98--2८- ८) ४ ४7 (] +८- 2-- ८) 


77.77 (6 नी0नजा7 /) (६, 9 )95 ः (ध ८; /) (2-3) 
पे डा 5 छः ८-२ /) (89 8/)8५ (5 (8--८, »)| 


2+ 7, (कई 
जहाँ 77, #>> तथा (2-) से सरलता से प्राप्य प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं । 
और भी, यदि हम (2-3) में समस्त ० १ तथा £ को इकाई मान लें तो हमे माइजर के 6-फलन 
से युक्त निम्नांकित प्रसार सूत्र प्राप्त होगा : 
०8 रॉ ॥7 |! ध-?#, (८))9 | 


“पा ति-व्या) 84-7५ (29)» ९ 


(ध-7५ (4))9 624 | 
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के हु | न 7, (8,)9, (5 89-+८ 


>पित _. हू. 5 | #77, (कक! 
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स्ल् ([ 4-52-- 0 ) हि 
प्ण्ण्0 


([-- 2)44#-8-८ हटा [ 


22 8 न-20--/४ )29 ?? 4 2 2-4 
-+2(8--८- 4) हे फातवब- 8-0०, #+% का (24) 


ध-८2--73 (8))9 4 9+-८ 





जहाँ %>>, #>>! तथा (2-]) से सरलता से प्राप्त प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं। 


पुनश्च, यदि (2-4) में #--#-7--६5-] रखें और ८-8 के स्थान पर 4 तथा ८ के स्थान पर ९ 
रखें, फिर ज्ञात फल [!, 9. 208(5)] का उपयोग करें तो निम्नांकित प्रसार सूत्र प्राप्त होगा 


ँ /(]--०+-2 
लक । 0-8 +77! (<2)/([ -- 26)7(774+27) 
7" ८० 2(--०2+2/)(]-2)7 
त्य(०४-9) 2 ज्त-हकाज्छ-ड-मत-ब्यकछा7! 
[--4+27, [-4+ 9-7 
बा को ) (2-5) 


जहाँ 7(८--82):>0 तथा | ४ [<. 

प्रसार सत्र 2 

!' ) (६); ०।, /,)॥, /9१ (/--73 /£,/:) 

न ] 07 (8॥, 8, ) )5 क्यू 
)टः पे -+-, #५ | (८), 79), ४ 
4५ -+4 / (4-7, /). (4), $)),, 4५ 
हक हु (८;, 29), 28 के 
2295 48777 ( है 29)9938 (/+-7, /:) 








7-फलन की भ्रनन्त श्रेणी के रूपान्त रण 


__ 77 ्य 5 (4 “-7/2)7 
बम 


2 ब्व्ब () 


३ ्धः 2267 
(८), 77)॥ #५५ (* -$ /) हम 
(4- 7, ४), (4), 5 /),, ५५ 
(05०६ 30, 0 हैं, 00) 2३? (१-4५, /2 
( ध. /)) ]9 ६.3 ( 75५ /:), (१ कक ध, /८) 


+2(४--/-- 2) 2४“ (]-- 2)१-४-/ 2 | ० [--] /2) 
द द . #-«0) (टी + द-- ). #।! 


९ , | ) 


हर ॥ [29 * । ५५ ६ छु [ 
> 


(68 8४8 --4 । 
28372, 43-7८ 


' 





टल ॥92 | | )] (४००7; ॥) ६ (८), 4५ ॥ कं 
ह र्ं '(29 न ] > (2 है | (रध 9 0,)॥5 6५१ (रथ, /) १ 2 
(0-0 कि खफा (7200-४७ (४0 
(237: 23 ५३: | थे (१-- ८ (2 /:),( 2, 4) ५५? ( हक /८) 
बशतें कि | &8 (]--2) |<.?, /5 /::0. 
असार सूत्र 3 
»0, का (|; ०), 4,)4, 02 (2-73 /, /:) 
| है 4, था (0/:/0, /3)) 7१ > 
न गा प्र हा [- |, हे ( /१2 
० हीं... (किक कण / | (#+7 8), (०) 0),.०, 2 


0० (६) »#(“7)74 &ध-? 


/म>0 


॥ धार ] (0--4-7; /, /८), (4); ०), 4,)7, #72 (0-4; 4, /:) क्‍ 
07 + 3, 44-+-7 (१--4; /॥, /८), है: । ) ४] 3 8,)3, व्‌ हे 
>< /7 ४ 682 +- ह$ (६ -- (, 8), (८,, 73)4; 22 

28 गयी 4, 42-2 । (4-- 4, 4), (८,, ०) 75 422 (४--६--+, |) ह ५ 





] 00 (ने ) न 274-7 
जक) 7 लत) /। 


8 झो० पी० गर्ग 


री 02-70 | ((-०+ 4, ४), (८), 7४)35 ## ([--4--०+ /, /?) हा 
042-2, 4४-+ 2 ) (4--7/४),(-+ ४-०, ४), (4५, 55), ०, 

पा 02-+|. (श-४--४, /),(९, 2), 3? (१--4, /) ही 

23 -+2, 437 8 ( 5 8;)॥, ५32 (2-4, /-) 


> उप 


(2"7) 
बशतें कि | 87९ (--2) |<#, /, /£:>0. 


प्रसार सूत्र 2 तथा 3 की उपपत्तियाँ 


प्रसार सूत्र 2 तथा 3 को सिद्ध करने के लिये हम प्रसार सूत्र की माँति श्रग्रसर होते हैं। अन्तर 
इतना हो रहता है कि (22) के स्थान पर ज्ञात फल [[, 9. 08(4)] तथा [, 9. 0(8)] का प्रयोग 
करते हैं । 


कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० के० सी० गुप्ता तथा डा० सी० एल० गौड़ का पथप्रदर्शन एवं सुभावों के लिये 
आमभारी है। 


निदेश 


. एडेल्यी, ए० इत्यादि, प्रांशाल पफथ्चाइ०७००००७४] थिए०7073, सेकग्राहिल, न्यूयार्क,/953. 
2. कोल, सी० एल०, प्रोसी० इंडियन एके० साइंस, ! 972, 754. 
3. मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, प्रोसी० इंडियन एके० साइंस, 972, 754. 


४ [7373 २?37"530 /॥053] 46 80 9६ ॥/]/९3 
४०!. 20, ॥३०. |, [भा ५३7५ | 977, ?8४०९७६४ 9-2| 


सार्वीकृत दिगुण ॥--पत॒ परिवतें 


एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 
गरिएत विभाग, वनस्थली विद्यापीठ, वनस्थली, राजस्थान 
[ प्राप्त--फरवरी 27, 976 ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में एक द्वियुण परिवते दिया गया है जिसकी अष्टि चरघातांकी फलन तथा दो चरों 
वाले -फलन का गुणनफली है |. विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त कुछ एकाकी तथा द्विगुणा समाकल 
'परिवर्तों का भी उल्लेख"“हुआा है । 


है, सै।।.!॥ 6। ७ 


(जा 4 शथाशभोाडइडटत १0०फाीहर ॥-छ्7ल फ्ाए्तता, फओए 8. #ै, ४३8४8४79 थाते 8. ?. 0099७, 
6०2७ाएला ० 'शवााीलावओ65, 3. ४. ए0॥026९ ० 6798 बात 500706, ?. 0. 8487957477 
"०१0५99]|)70, ०]95(09॥7. 


[0 फंड 04787 ए९ गराए0दंप08 8 3070९ ाह्शादां ए४ई077 ज्ञरा086 शा] 78 78 970- 
कप ० ल्कुणाया।तबों पराएाता था 06 आ-पिटा07 0 एछ० फा90083.,. जार 5 7769) 
99077 78 [6 7098 एथालाक्वों 06 [700097086 $0 9: 78 श॥पतए जा ाॉशातव धाते प्रगोि 9 
7प779०7 ० 66780 7688 शाए८ए 07 एप ॥0 पाए 59 फक्षा0प्ड5 8वीी05. रेट ए० 
77९८00070 85076 घाशोे& 70 60706 फ्रॉल्शाबों 80775, 907५966 85 ॥8 छाए 987 28328 
79078 शा पिएा005$ 35 (छ7ढेड जाली 000प्रा' #॥ववषएथआएए का शात़््शंए3 बात 397780 
वातलाबवा08,.. एशत गाएशइंता क्‍077786, 006 70 6 86 प्रद्यार्श0णा7 कात॑ 6 0767 07 
(96 ०076879074708 आगशा!6 ए780707 79५96 ४80 0667 ९5४८४०॥8॥89. 7 06 800, 70 ॥7087868- 


2 &वा7ए6 07 096 30०06 एथ्ाई 07 985 9660 607580668 077 पर6 एटापीट&007 ०0 ॥8 
॥ए८7४707 707708. 


]. परिभाषा 


हम द्विगुण ॥.-]न परिवरतं को समीकरण 
९(७, 4) तक रे ९7००-०७ क[€(४20/, ११०)" ७, 2) ४० ६0 (.) 
द्वारा परिभाषित करते हैं जहाँ #[>, 9] दो चरों वाला // फलन है जिसे निम्न प्रकार से परिमाषित एवं 


प्रदरशशित किया जाता है १ 
327 2 


0 एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 


: 4 ५ | (4; ०३, .4))4, #7 






29 47" | (205 85, 2))५ # 
| 

,7772, 29५ | (2८), १7) #५ 

प्र, ञ] - पर 2 2 

225 932 (4, 09)॥, ५9 2! 

हर 73 | (€]५ 423), 23 

(23५ 43 (४; 47)9 43 । 


की [ ४ [ ) न्‍। 
का |, ७ 0 0) ॥एऐ 7 का वा (.2) 


धर 
४४ 7(- 4।+-०;४--४;7) 
७ अर 
जहा $(5, 7)5+ 





हे अमकलनाओ. क्रशिफालनाललनगकएच्का, 


4 
वि 


7779 गा 4 

272 (४४-१७) |: 7(त- ८;--७;७) 
हि है 

4 
॥ 7(0-०+959) 7  7(८-»;»)) 


का +7 


7 7(॥-#॥) 77 7(]--०+#5)/) 

। 
005 ज्ायिययपियिणए-फकफ त--+ 

49 23 

0-7) / 7(४-०८; 7) 

च्या कर बच्चा +] 
४ तथा » शून्य के तुल्य नहीं हैं तथा रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है। #%;, 9; 4; तथा #ः: 
अतृण संख्याये ऐसी हैं कि 0७% 479>0, 0<%/<€4। (5-, 2, 3; 7-52, 3). ८, 8, », $ तथा 
4, 3 5 एवं / ये सभी अक्षर घन हैं । 


(.2) में आये कंटूर 2४ तथा ७ उपयुक्त प्रकार से परिभाषित हैं और समाकल्य के सभी पोल 
सरल मान लिये गये हैं, म[४, »] द्वारा वश्लेषिक फलन प्रदर्शित होने के प्रतिबन्ध, इसका उपगामी प्रसार: 
विशिष्ट दशायें तथा (.2) में समाकल के अभिसरणा के प्रतिबन्ध मित्तल तथा गुप्ता [8, 99. 9-2]] 
द्वारा दिये जा चके हैं । 
पुनश्चः 

(८; ० 492 से (6; ०५ 47) (443 ०७ 49). (4५; ०७५ 49) की बोध होता है जबकिः 
(०३, ०:),५ ? से (०५, ०३), (4५, ०५) ... (4५, ०५५) का | 


सार्वीक्त द्विगणा ॥-]तर परिव्त 


“विशिष्टता लाने के लिये हम /७ 9) श्रेणी के फलनों तक सीमित रहेंगे जिससे कि 
(८ 205 0(७४४/) ४ तथा » के लघु मानों के लिये 
च्ः0(%?9० ८-प्ण-०) ४, 9 के दीघे मानों के लिये 
द्विगुण (| परिवर्त (.) का अस्तित्व होता है यदि निम्न में से कोई भी एक प्रतिबन्ध तुष्ट हो 


'(4) ()  १९४(४)->०0०0, /१९(०)->०0, ०:20, 2:>0 


हि |] हे 6. 7779 42 
() (७४७०० (०)-०* (०)-० (8)+2 (5/))-< (8)) 
74+7 (8 ्‌ 779+ 3 


79 22 
पी (१))-< ॒ (१४):० 


794 


प्र (020 |(4/ $ 3 ग ५8 

का (4-2 (4-2 (8)+%2 (0-०. (॥+2 (8,))- 2 (&/>0 
ह। ॥१-+- 7. ] ५ 72 3-74. 
?] (22 का (2 

82 (क)+2, 0,)-० (9)0+2 (8/<0 


6 । 
०क5«४ (4/)4 - (£/) £ (&8/)-7% (79520 


| धा?९ ६/४ |<(3)0+%, |था8 १ 4”| < ($)/+#. 
(7) /«>09०, ४>0, /२०(/८-।-/८(4८:/9,)-- ) >0 (४7॥, ..., 777.) 
/0०(/-+- ५(7॥/7))+-) 720 (7--,. .., #,) 
(2). (0) #०४(४) ७ ४१९८(०)५७०0, «>0, 80 
() सेठ ४ में दिये गये प्रतिबन्ध (॥) तथा (॥) तुष्ट होते हों 
2. (.) द्वारा परिभाषित समाकल परिवतें की विशिष्ट दशायें 


(0) (.]) में #, --७,5-५,5-० लेने पर तथा इसमें [8, 9. 20] का प्रयोग करने पर निम्नांकित 
'समाकल परिवतं प्राप्त होता है : 


४( 0, बोच्फक | | | ८€7०/2४-/ ६१ का । ((/22)/ 


(८), »7)3 22 | 
?,, 42 


(4; १ ०; ) 47 9५ 


(८) £& 20 ४5 


( ? शक ); ? 63 





2, 2) ४४ ४) (2.) 





32 | १(4))" 





2 एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 


यदि हम समस्त », 8, £ तथा # को इकाई मान लें तो परिवर्त (2.) एक अन्य समाकल परिवतें 
प्रदान करेगा जिसे जायसवाल [!], 9. 22] ने दिया है । 


(४) (2.]) में «-5/|१--0 रखने पर निम्नांकित समाकल परिवते प्राप्त होता है जिसकी अष्टि दो 
प-फलनों का गुणनफल है : 


० ("7 >॥795 ॥2 के १४) 22 7743१ 7 | | 9) (8 
९ 2, 49) त्फ्क | 8 6 अप क ॥(49)" 
४ (4, 03)3५ 4२ 5 (, /7,),, 43 
>>, 9) 4 49 (2.2) 


बशततें कि (.]) से प्राप्य समस्त प्रतिबन्धों की तुष्टि हो । 


यदि (2.2) में (४--४5-], ४५5४३ 5-0 रखें तो सिंह 7९ द्वारा प्रदत्तपपरिवत प्राप्त होता है पुनः 
£--१)77/४ 5-० +5] रखने पर तथा (2.2) में समस्त 9, 8, # तथा ४ को इकाई मानने पर हमें एक अन्य 
परिवते प्राप्त होता है ४ | और भी #४95-7#४3750, #॥725-4५८७७7०४ +- , 9, २२२१, 773 54३३४ +- 7, [03 क्‍क्‍ए 
रखने पर तथा प्राचलों के उपयुक्त चुनाव करने पर जेन [7० का परिवतं प्राप्त होता है। 


चूंकि बेसिल फलन ०,(2) संशोधित बेसिल फलन 7#,(०0) व्हिटेकर फलन ८-५/2 क्र, , (४), ०7४॥१)८ 


॥40, /(20, सार्वीक्षत लोमेल फलन ४५) (०) इत्यादि प्र-फलन [9, 97. 598-60]], की विशिष्ट दशायें 


हैं अतः बोस तथा मेहरोत्रा थ, कुलश्रेष्ठ एभ, मुकर्जी (थ, निगम (श, पाठक तथा सिंह १०, राठी (शा 
आदि के परिवर्तों को (2.2) में निहित #7-फलन के प्राचलों के विशिष्टीकरण द्वारा ही प्राप्त किया जा 
सकता है । 


(70) (.) में #॥--०5-/१७-0 लेने पर हमें निम्नलिखित द्विगुण परिवते प्राप्त होता है जो 
नवीन जान पड़ता है । 
ः 0 (4; ञ 643 4 9)5 72] 
2 पा (9; $ /)] ? 8)), पु 


77., 7 ( ) हु 
50 99 ६92 ८५ 77» # 
४०,95४, |, हैं |( | 7७2) ०5 
2% 4४ (५४+ 9): 42 
१(4))” 
बंका (४५ 5); 


24, १9 (/$: 27), 4३ 


यदि (.]) में कथित प्रतिबन्ध तुष्ट हों तो (2.3) द्वारा दिया जाने वाले परिवतं का अस्तित्व 


होगा । 


सार्वीकृत द्विगुण 7-प परिवतें ]3: 


(2.3) द्वारा दिया गया परिवतं काफी सामान्य प्रकृति का है और हम ०८७०4६; /8|₹+#। (कच्चा 
«.. 22 ;. 5] ... 4.) लें तो यह सिंह तथा श्रीवास्तव “7 के फल में समानीत हो जाता है। यदि (2.3) 
में «४०.4;८5 ;55#)5- रखें तो हमें मित्तल तथा गोयल एग का परिवते प्राप्त होगा । 


(09). (.) «८१७३, ८--/9#”, ॥5-/४*, /८5-5०८52 रखने पर तथा समस्त », », 8, 4', 
58! #” एवं # को इकाई मान लेने पर हमें श्रीवास्तव 2 तथा वर्मा भा द्वारा हाल हो में प्राप्त निम्न- 
लिखित द्विगुण परिवत प्राप्त होता है । 


0, 795 | (4५, ) 


25 ५१ (20,) 2 कम 
प्रा: 
हक 23, | (८७) ५ 9) 45 ८०9 
$(९, 4) +/4| | 277%82-49/% (7 । 


0 
॥। 
कम 29 4५ | (० ५,) 80* 





77, ॥3. | (८/, ) 
४299 (३ (५५) | (2.4) 


बशतें कि दाहिने पक्ष का समाकल पूर्णतया अभिसारी हो । 


(2.4) में श्राये ८[5, ४] के लिये कंटूर निरूपण को प्राप्त करने के लिए (.2) में समस्त ०, /, », 
4, #, £ तथा /” को इकाई मानना होगा । यहाँ यह ॒दृष्टव्य है कि दो चरों वाले ८-पलन का यह 
निरूपण अग्रवाल 77 श्रीवास्तव 9, तथा वर्मा /] द्वारा दिये गये परिवर्तों से कुछ भिन्न होने पर भी 
मूलतः एक से हैं । 


परिवते (2.4) वर्मा 0 द्वारा दिये गये अन्य परिवतं में समानीत हो जावेगा यदि इसमें 
77 _|]0754: 550 तथा #ऋचचआज् मान लें । 


(०2) पुन: #३54३८5, ४३ 73750, 7550, /// 55], ४5-, 5०» 5३४, रखने पर तथा /(४, 9) 
को (2.]) में केवल * का फलन मान लेने पर यह एकाकी समाकल परिवते में समानीत हो जाता है 
जिसकी अष्टि चर घातांकी फलन तथा 7-फलन का गुणनफल है । 


हे (८, १))५ #; 
005० [* वन सर हे 
0 22? १2 





। £(792)/ | (०0 4०५ 





(८,, ०))५ ५4 
बशतें कि दाहिने पक्ष का समाकल पूर्णतया ग्रभिसारी हो । 


(2.5) का परिवर्त अत्यन्त सामान्य प्रकृति का है भर यदि इसमें ०-50, £5-/5-7 मान लें तो 
यह गुप्ता तथा मित्तल (” के परिवत में समानीत हो जाता है जो फल [9, 97 958-60]] के उपयोग 


4: एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 


से एक चरवाले समस्त ज्ञात परिवते प्रदान करता है-यथा सार्वीकृत 7.-#7 परिवते 0०), माइजर का) लैप्लास 
परिवते 2, सार्वक्षित हैँकेल परिव्त थ्थ, हाइपरज्यामितीय परिवर्त थ, माइजर के परिवतते 75, २० 
सार्वक्षित लेप्लास परिवर्त 74 »» आदि । 


अन्त में यदि (2.5) में «-#॥/4, #%५--4, ॥५5०४, 5-78 --४, 4३ चना नै7--2, #552, ६८5: , 
भातत्गैकाई (७६, .... हन॑-॥; /5, ... ,77-#--2), ८/--८;, 0| 57०] 4६ 558५, ८;,55/१।, (7--।, ... ,!?; 
क्र, ... हा; 75०, .... 4; 7(5"5, ॥-४- 2) लें तो यह शर्मा /! द्वारा दिये गया समाकल परिवर्तं 
में समानीत हो जाता है। 


3. (.॥) द्वारा परिभाषित द्विगुण ॥.-प परिवत के हेतु अतिलोमन सत्र 


यदि ९(/2, 4)5/74 | ४ | 2१४ हक क[(, ब[व)"] (४, 2) क व) (3.) 
हे जद े ।अक 0//+2० (५(/८, !) कक 
के 4३ «मं 472 0 (-४० | कर ९(/८, /) 35 00 6. पक 
जहाँ. $#(० 05 || #7#7 वर 8, 4) % ०० (3.3) 
तथा (9) यदि ०>0, >0, तो 

पा # | (4;; 6(, “4;)5 7] | 


2 कप (2, 9 लि 2,)॥, 94 


धर, 8३ न, (६, ७५), (2; ७93, », |. 
४00 0 #7 क्र [ ! अम्ल बं। मी 


५ अप पलक ध्‌ड (4,, 0/)3, 42 


* 
$ 


| 


। 


। 
( 7773, 78 आ [ है । (4, 9), €;, 29)35 23 9 
/ एए 
423 सा ] 9 ५3 | (, ४)3 ५3 
(7) यदि ७७-|१--७४,--0, तो 


(3.4) 


>> +प+++++त्लत+_जन्‍न्‍त+त “व अललओला 3 जज न्‍+ तजतमतत++++ 


१77७ बी (८८ 
हू & 7 7 (४/-ह) प वात-ठकशओ है) ए 7(॥- 7३ 7) 
५, (7, !)-- सन हक ल न न कल 4 कक ्ि 
8! 9 | ! /2 2 
#7 ए रा्ानगईु-4सख र/ उत-2+0 ४) (०-७ 5) 
अमर 


च्यय2+ * 772+ 
/23 
हा ४([-८९/+ 7) 
__ कर २ 


आम 3 मी मी शो मान अम पक नशीली री मकर से वन पहिक पर नवीनिल किम बी 
9 ४ 7 का 
 उत-शकधद+27) 7 अत 5%%2/) 7: (ग(०-खझ0). 68.59 


28 +ी 


सार्वीक्षत द्विगुण .-न॒ परिवतं ]5 
जहाँ हनन $ क्र “++-++ (3-5) 


सूत्र (3.2) निम्नलिखित प्रतिबन्धों के अन्तगंत वैध है : 
(0) /०५ 9) खंडश: संतत हो 
(7) (.) द्वारा परिभाषित [/5, 9)] के समाकल परिवतं का अस्तित्व हो 
(77) |, | 277 ध्र/ 77 9(9, 4) ८४ 4६ पूणंतया अभिसारी हो । 
(५) या तो जब «>0, 8-0, तो 
(ध) ०८</२४(७(थ/५, +-) (४--, ...; ४५), ०“ <९८(५(/॥///)+) (/+-॥, ..., 77,). 
(0) 0००0, 7:20, <0, ७&<0,| थआ£8 £ |<३30०+, | 2 १| < (3)/“का 
(ए, 7, #९, . अनुभाग | में श्राये सेट 4 के साथ दी गई संख्याओं के लिये प्रयुक्त) 
प्रथा जब «८ *८/ल्‍577550, तो 
(4) ९/७(८-१)/३४+ )< ० </९९(:(०]/५,) -- 
[<€€फ/ [5 ४7, 
“९८(७(०--)//0 ।"4)< ० << /१०(/(///९,) ।-) 
[5:.75.03. &€ /& 70 
ऊपर दिये गये सेट (2) के प्रतिबन्ध, #;--0 के साथ तुष्ट होते हों । 
उपपत्ति : (.]) से 
४४0७ 0 | ५ | #707 477 $(७, 4) ९७ ८७ 


०५ | |, कक | | | 0 24 ध[6(72)2/, ३(49)7"]/७, 9) व व) 
40 ८4 (3.6) 
(3.6) में समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर, जो उपर्युक्त प्रतिबन्धों के श्रन्तर्गत वैध है 
/५(/८, /) | ५ ॥ 2609४ /७, 9) | | ॥ (29) (90070 27०/४४४४ 


»< #[6(920/, २(4))"] 4० ८4 | 4: व) (3.7) 


]6 एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 


2-3 #-समाकलों का मान गासा फलन की परिभाषा तथा (. 2) जब ०>0, 2>0 (7) रीड का 
प्रमेय [24, 9. 565] जब ०७-१--४, --0, के प्रयोग करने पर हमें 


४४९६ 05% 08 0 | || रा हा (0 2) <% ०9 (3.8) 
प्राप्त होता है जहाँ ७, (४, 7) का अर्थ (3.4) तथा (3.5) में दिया हुआ है । 


अब (3.8) में रीड के प्रमेय वा [24, 9. 566] को प्रयुक्त करने पर हमें वांछित फल (3.2) प्राप्त 
होता है । 


(2.5) द्वारा परिभाषित संगत एकाकी ॥.-छर परिवत के हेतु प्रतिलोमन सत्र 











। (८), १): (2 
यदि ४(७)5% | जज । £(/220/ (0 4५ (4:) 
(६, 09)3$ 4५ 
॥ ०*3+72० (/८) 
वो. थचक | पा प >+ 4४ (4.2) 
जहाँ. ४५(/2 5८ | 67 ७(४) ८7 (4.3) 
तथा (0) यदि ५-0, तो 
(/, |), (८, १929 ! 
700) 5०7 म,2 ्ट पर ' (4,4) 
(८,, 09)॥, ५2 


(7) यदि «--0, तो 


7779 ४7 7! 
# 7 गाा-कैक) ये 7त-०+%४8) 








४, (/८) 5 
2 
॥य779+]. है मा क। 4४४ 
3 (-- 
जहाँ. ई#च --- 
हे (2 


सूत्र (4.2) निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वैध है : 


0) [/0| को एकाकी 7-7 परिवते का अस्तित्व हो जिसे (4.]) द्वारा परिभाषित किया 
जाता है । 


सार्वीक्षत द्विगुण ।.-त॒ परिवते [7 


(7) | 27 7 ७७) 4४ पूर्णतया अभिसारी हो । 


तथा (४) या तो ०-0, तब 


772 7 
(6 जल जज 
॥। १ 


72 22 
0/) +- < (+:)--.: :):>0, 
पे (00) 7000 नल (१४2 
[भा8 ६|< ($)0ए श. 
(0) ०“</२०((४;/५,))--।) (|5८, ..., ४४७). 


अथवा ०550, तो 
(०) समुच्चय (4) में ऊपर दिये गये प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं 
(0) #९(८--।)/)४-- ।)< ० <</?०((०॥/$;) +-) 
] €.7<€ ४५ | € &€: ४7५ 
उपर्युक्त सूत्र की उपपत्ति अनुभाग 3 में दिये गये सूत्र के ही समान है । 


चूंकि एकाकी तथा टिंगुण 7-॥7 परिवर्तों के लिये प्राप्त प्रतिलोमन सत्र प्राय: सामान्य प्रकृति के 
होते हैं अत: मात्र प्राचलों के विशिष्टीकरणा से कई एकाकी तथा द्विगण परिवर्तों के प्रतिलोभन सूत्र दिये 
जा सकते हैं जिनका उल्लेख यहाँ पर नहीं दिया जा रहा । 


5. उदाहरण 
माना /(७, ॥))क्नऋीणंो एण-३ ७०२ ४-३५ 9 (०.4) 
तो 80, को कब || | आए गन 07वककोक0-4०2७७ अर[6(७:)४, ज(4)) 7] 
न () 


बट ८9 (262) 


(5.2) में (.2) से (४, ») के लिये कंटूर निरूपण का उपयोग करने, समाकलन के क्रम को 
बदलने तथा ज्ञात फल के द्वारा ४-, »-- समाकलों का मान निकालने पर तथा पुनः (.2) का उपयोग 
करने पर हमें () की प्रप्ति होती है । 


(0) जब ०>0, 2-0, तो 


ह 2 ह / ॥। / पर 
(2, 4)75/24(०/+- 2१9)7/ ((4+-)५)7० | म 5) » ये न) | (>.3) 
; " 


्ध 


023 


8 एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 
जहाँ 

ः ८ । (6; 9 0५ “9 )39 2 

(2॥,.. ५7॥ (8;; 7, 38))॥, कु 


8 
774५ ८ का ] (! ० 9; ()५ (८]५ 9925 /22| 
प्र।>, )) ।( 

22779 4५ (4५ ०) 4५ है ह 
श 83 +- 7 3 ([-०, ०), (2, 2 )45 #५ 


22377 74 ४0 (/), 7))35 4६ 


निम्नांकित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत (3.5) वेघ है । 
/१९(0४) 2>0, 2१४(0५):०0, (४>0, 90, 2२०(०--/७(५८/५)):०७ (ए--, ... 777५) 
7८(०--४५(7॥7))>0, (75], ... ४४) तथा अनुभाग । में दिये प्रतिबन्ध तुष्ट होते हों । 


तथा (४) जब ०८-/5-7४८-0०, तो 
; ४. “4 १” ( 
$(७, 4)5724 शप ? ह॥ 7? छा #) की ५ । | ०.4) 
4 9/ ४ 


जहाँ प्र,/[>, #] दो चरों वाला हर फलन है जिसका उल्लेख (5.3) में #--0 के साथ हुआ है । 
(5.4) के वैघता के प्रतिबन्ध वे हैं जो (5.3) में ० +/१-४४--0 के साथ हैं । 


अरब जब ०:०0, 8>0, तो 


4५(/८, /) 5२ हे हि ए7/7 ध्ू-/7 $(9, 4) 47 44 


ष़ 8 छ+ व्‌ (क नर? (80५+2)77 मं; (#न््फ, 2 0] रा | 


जब ०७-७०४३ 5-0, तो 
_ 00 (6००0 नि रद हि हक १2, ० ध्‌ 7 
4५(, ७ | अल आम कह छत," 8 (४) का रच ] 42 4६ (5.6) 
समाकल (5.5) तथा (5.6) का मान ज्ञात करने के लिये पहले दो चरों वाले “#-फलन के लिये 
कंट्र निरूपण लिखते हैं, समाकल के क्रम को परिवर्तित करते हैं और तब परिणाम [5, 9. 30, ८५. (9)] 


तथा रीड के प्रमेय [24 9. 565] की सहायता से क्रमशः 7-तथा 4-समाकल का मान ज्ञात करते है जिससे 
दोनों दशाओं में 


4(०-+-/:--)7(०--7--! | 
0४0४६ 0-7 ठक्य पे त्ताण 2 ४४0६ 7) (5.7) 





सार्वीक्षत द्विगुण .-प्र॒ परिवतें 9 
की प्राप्ति होती है जहाँ ४१(0, )) को (3.4) के द्वारा दिखाते हैं यदि «>0, 8>0 और ०७-8-४७।--० 
होने पर (3.5) द्वारा व्यक्त करते हैं । 

०:>0, 8-0 होने पर (5.7) की वंधता के प्रतिबन्ध हैं : 
(७:०0, 77०0, 2८()५) 7०0, 7१०(2५) ०0, 7१०(०) >>, 7१०(०):००, 
९(-० -+-॥4६/५)-+)->0 (४5२, ..., ॥9), #ै९(--०+ ?(/॥/70) +7):>0 (७-, ..., #१3) 


5 ०+-+- (7>0, 7 न -- १-0, र चल /७<0, 3 --७--४५< 0, 


8 ; ध )” रा 
[धा8 4जक [<(#)0० # तथा | आ82 १ (ह्ल्नाए) < (8) #. 


'जब कि ० #+ 355] 50 होने पर 


0, 7-0, #2०(१७)>०, #०(१७)->0०, 2००)>०, #९०)>०0, 7/>0, 7”>0, (5--0 के साथ) 
९ <0, ,"<0, | श8 £| <(३)0"#, | था १|<(३)7”# (४50 के साथ) 


(०(/(०८-)/७४+ (5९० < /१०(७(६//०;))+-) 
<.5: ४, | >>27<: #५ 
0८(०(०४०--१)/2:-+ )< ०“ < १४(५(://) + ) 
| €डफाड [<€. 6774 
अतः दोनों ही दशाश्रों में 
आय | गकांण 00072 एक थ/ 


चक छा /! 
वश / ७ ७०७ -४७ ४ (/८, /) 


की || ०7-८2 ५० /-- 2०० 7! 7! 
न )जुलडुस्आ | | 20... +#- 0 7(+०-) (४७४ 0५0)- क ० 


6 “7० ०7 - 


] 62 हे आय ले 
प्न- जिनसे 0, १2.४ । 8 ।| 6 ] कर (०, 2. 333, 6५. (43); 9. 307; ०५. (2) 
का प्रयोग करने पर) 
यों 9०- ८-०), ४ ८7१०० ज्ञात परिणाम (4, 70. 209, ९००. (8); 27, 9. 342) 


न, 9) 
अतः: प्रतिलोमन सूत्र (3.2) की पुष्टि हो जाती है। 


इसी प्रकार का उदाहरण अनुभाग 4 में आये संगत एकाकी 7-#् परिवतें के प्रतिलोमन सूत्र के 
समथेंन में दिया जा सकता है । 


40) 


एस० के० वशिष्ट तथा एस० पी० गोयल 
कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक द्य-राजस्थान विश्वविद्यालय के गगित विभाग के डा० के० सी० शर्मा के ग्रत्यन्त आभमारी 


हैं जिन्होंने इस प्रपत्र की तैयारी में अपने सुझावों के द्वारा उपकृत किया है । 


टी 5 की ४ पोज 


हट 


0. 
44, 
2. 
43. 
4., 


4५ 


8. 
9. 
90. 
24. 


निदेश 


अग्रवाल, आर० पी०, प्रोसी० नेश० इंस्टी० साइंस इंडिया, 965, 388&, 536-46. 

भिसे, वी० एम०, जनें० विक्रम यूनि० इंडिया 959, 3, 57-63. 

बोस, एस० के० तथा मेहरा, ए० एन०, गरितत, 958, 9 

एडेल्यी, ए० इत्यादि, प्ांह्ा० पाक्माइटटा0०॥8] 7प्राटांणा5 भाग 7, मेकग्राहिल न्यूयाक, 953. 
वही, 8968 ० राधा प7६॥४0778 भाग < सेकग्राहिल न्‍्यूयार्क, 954 

गोयल, एस० पी०, ?०7ए84व9० (६६४. [45907 (प्रकाशनाधीन ) 

गुप्ता, के० सी० तथा मित्तल, पी० के०, जनें० आस्ट्रेलियन सेथ० सोसा०, 970, 8, 42-48 
वही, प्रोसी० इंडियन एके ० साइंस, 972, 754 ]7-23. 

गुप्ता, के० सी०, तथा जन, यू० सी०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस, इंडिय।, 966, 368, 594-60] 
जन, एन० सी०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 969, 398, 366-72 

जायसवाल, एम० पी०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 968, 8, 2!-8. 

कपूर, वी० के० तथा मसूद, एस०, प्रोस्ती० कैम्ब्रिज फिला० सोसा०, !968, 64, 399-406 
कुलश्रेष्ठ, एस० के०, प्रोसो० नेश० एके० साइंस इंडिया, 967, ३74 , 25-3] 


मनरा, वी० पी०, बुले० कलकत्ता मैथ० सोसा० इंडिया, 96, 3, 23-3] 


. 6, माइजर, सी० एस० ॥700 ०7८. १८९६४]४7० .4]720. ४४/९८४९॥४८. 4940-]94] 43 & 44 


3569-608 तथा 727-37. 


मित्तल, पी० के० तथा गोयल, एस० पी०, ए 7०. जप्रदा85 7 ०३(॥5., (ग्राए, ० 7२०]88॥9॥,, 
973, 3, -9. ्ि 


मुकर्जी, एस० एन०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 4962, 5, 49-56. 
निगम, एच० एन० 3०७ १४७७, 963, 4, 33[-42. 


पाठक, आर० एस० तथा सिंह, के० के०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, [ 968, ॥, द 235-4] 
राठी, पी० एन०, 7. 300. 3. छाफ्ट&॥०४ 965, 794, 4-46. हद 


472 


3 


24« 
05 ही 
26. 


-2/५ 
26: 
५2 
30. 
34. 


सार्वीक्षत द्विगुण [.-]त्॒ परिवते 2] 
राजेन्द्र स्वरूप, वही, 964, 78, 05-]2, 
रामकुमार, गणित, 954, 5 
रीड, एल० एस०, ॥000६6 ४६). उ0एा7०., 944, [, 565-72. 
शर्मा, के० सी०, ७७०. 228८॥7., 965, 89, 94-97. 
सिंह, आर०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 962, 394, 49-50. 
सिंह, एफ० तथा श्रीवास्तव, बी० एम०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 973, 6, 39-46. 
श्रीवास्तव, एच० एम० शद्वा।, 2ला5इटाः, 968, 408, 97-20!. 
वर्मा, आर० एस०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 95], 204, 209-6. 
वर्मा, आर० यू०, वही, 969, 394, 265-67. 
वही, गणित, 967, 48, 8-2. 


#]॥3॥3 २३7 5॥30 /४।॥053॥09|3॥ २३६7७ 
४०।. 20, ४०. ।, |आ०४7५ 977, १98०६ 23-24 


बाजरा (पनिसिटम टाइफाइडिस एस० एण्ड एच०) के पौधों के आधार में 
पाये जाने वाले एन्थोसायनिन रंग की वंशागति का अध्ययन 


आर० पी० यादव 
वनस्पति विज्ञान विभाग, श्री वाष्णय कालेज, अलीगढ़ 


[प्राप्त--जनवरी 2, 976 |] 


साराश 


बाजरा (पेनिसिटम टाइफाइडिस एस० एण्ड एच०) के पौधों के आधार में पाये जाने वाले 
एन्थोसायनिन रंग की वंशागति एकजीनी प्रभावी होती है । 


43087 4८ 


प्रशाल्योॉब्रार९ छत क्रातविएटएशगत फॉशाशाबिांणा गी ग6 79505 ० 6 जबाब ण गी९ जछ्या- 
प्राछ (थाप्रंडइशाणा। 9छ0०06९४ 5. बाद ॥.). #? २. ?, ९803०, 00०980॥77९70 ०एा 80७7५, 
95. ४. (062०, 324॥7. 


पाद्णाक्रा086 ता ग00फ 4) फांशिागालाला07 77 76 एक: 983७5 ० 6 ए०थशं-ग्री6 
8 77070 2०77स्‍0 60पञाप्र7. 


अनेक अनुसन्धानकर्त्ताओं ने बाजरे के कुछ गुणात्मक लक्षणों का आनुवंशिक अध्ययन किया 
है ।? >>“? परन्तु बाजरे के तने के आधार में उपस्थित एन्थोसायनिन रंग की ग्रानुवंशिकता का 
उल्लेख श्रमी तक नहीं हुआ है । 


बाजरे की दो प्रजातियों (बी० एस०-] तथा बी० एस०-3 को जिनके तने के आधार में लाल रंग 
होता है) एक तीसरी प्रजाति (बी० एस०-2, जिसके तने के आधार में एन्थोसायनिन रंग नहीं होता है) से 
संकरण कराया गया । एफ-7, एफ-2 तथा दोनों हो संकर पूवेज संकरों का अध्ययन सन्‌ 970 में राजा 
बलवन्त सिंह कालेज के कृषि फार्म पर किया गया । 


इस लक्षण के लिये वंशागति की प्रकृति का अध्ययन एफ-, एफ-2 तथा संकर पूर्वज संकरों में 
किया गया | एफ-7 संतति के आँकडों से पता चलता है कि एन्थोसायनिन रंग की उपस्थिति एक प्रभावी 
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लक्षण है । एफ-2 तथा संकर पूर्वज संकरों की सनन्‍्ततियों में पृथकक्ररण का विस्तार से उल्लेख सारणी-! 
में किया गया है । 


सारणी 4 
एफ-2 और परीक्षण संकर में पृथकक्रण और उसके लिये ए*- तथा #-का मान 


मम मम मा ली लिन 33 2 कलम ऑल आना अल लत परटक लक डक कमल कक की कलश अल न मन जम कक पट नमिल ली जम दक नल कित टन लिलि न किवलिलिरिसनम यन 


पृथक्करण अ*- का मान #-का मान 
संकर (7-४५ #+ शक मनन लत हक कालन सन 
एफ-< में परीक्षण एफ-2 में परीक्षण एफ-< में परीक्षण 
संकर में संकर में संकर में 
बी० एस०-] >बी० एस०-2 85 रंगीन 56 रंगीन 0-269 0-994 70-50. 50-30 


33 रंग रहित 62 रंग रहित 
वी० एस०-2बी० एस-०2 67 रंगीन 4 रंगीन 0-590 0-62 50-30 70-50 

2! रंग रहित 38 रंग रहित 
ज्जयिय+पिफकफीफफ्क।.___._._____ 

एफ-2 को संतति में 3 रंगीन तथा | रंगरहित पौधों के अनुपात में पृथक्‍्करण होता है तथ 

इसके परीक्षण संकर में |:] के प्रनुषात में पृथक्करणा से संपृष्टि होती है। इन सभी परिणामों से यह 
सिद्ध होता है कि दाजरे के पौधे के आधार में उपस्थित एन्थोसायनिन रंग एकजीनी प्रभावी लक्षण है। 
यह लक्षण उन्नतिशील जातियों के प्रजनन में एक सांकेतिक लक्षण का कार्य भी कर सकता है । 
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फ्रिये गणांकों का अनुक़म 


वाई० बी० शुक्ला 
गवन सेंट साइंस कालेज, रीवाँ 


[ प्राप्त--जुलाई 6, 976 ] 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में गेर्गेन प्रकार की श्रभिसरण कसौटी का उपयोग करते हुये श्रनुक्रम (४#8,) के 
“लिये सिंह के फल का सार्वीकरण किया है । 


है, सै. )॥ है! ७।॥ 


()> 6 5९वदृषलाट९ रा #०परांश' ०6ठीटांसा5. 87 ४. 8. #फं:8,. 7०एुधापला। 0 
प97श0॥43005, (१0५07776९7॥ 806708 (0]688, 7१९५/४. 


0 8 70068 एढ 8ए6 8थालाबॉ2254 6 एढ३फ ७ छा #एशी 07 8९१५०708 (४2, ॥0 
धारा ताला प्रश्यं।2 (९४९०) [996 20ए९०१९०7०९ ठपॉटा07. 


]:]. परिभाषा 


एक अनन्त टोप्लिट्ज़ मेद्रिक्स दिया गया है 
7-- ((७,,/))(४550, , 2, ...; £--0, , 2, ...) 


'अनुक्रम (७, के 7-परिद्त /, निम्न प्रकार से परिमाषितहोते हें 
|; 
/2 5 4,,, |; 5७% ( .]. ) 
(६0 


बशतें कि दाहिनी पक्ष की समस्त श्रेणियाँ अ्रभिसारी हों । यदि /,-»७ ज्यों-ज्यों #-+ ००, तो यह कहा 
जाता है कि ७, की 7-सीमा ,$ है तथा अनुक्रम (७,) को 7“प्रक्रमः द्वारा योगफल & में संकलनीय कहा 
जाता है। सिलवरमान टोप्लिट्ज प्रमेय/] द्वारा ०,,८ के वे प्रतिबन्ध दिये जाते हैं जो 2" को नियमित या 
“>मैट्रिक्स बनाते हैं | (..) किसी सान्‍त सीमा ७5 (ज्यों-ज्यों #->००) की ओर अग्रसर हो इसके लिये 
आवश्यक तथा पर्याप्त प्रतिबन्ध (जब भी ७,->5) ये हैं 


6 808 ब्र (..2) 
3? 4. 


26 वाई० बी० शुक्ला 
जहाँ 7? ? से स्वतन्त्र है 

4,, 720 (..3) 
ज्यों-ज्यों #-> ००, प्रत्येक £/ के लिये तथा 

< 4,,/:-२] ([..4) 


ये प्रतिबन्‍्ध इस दृष्टि से प्रावश्यक हैं कि यदि ये तुष्ट नहीं होते तो अनुक्रम (७,,) ७ में अभिसारी होगा 
किन्तु उसकी ४-सीमा & नहीं होगी । 


जब (७,) के स्थान पर ($,/) रखकर प्र तबन्ध (..) की तुष्टि की जाती है तो श्रनुक्रम (७,) 
को सेसरो प्रक्रम के द्वारा योगफल & में संकलनीय कहा जाता है जहां (5,/) से अनुक्रम (9,,) का प्रथम 
कोटि का #वाँ सेसरो माध्य व्यक्त होता है । 


2']. प्रस्तावना 


माना कि //) एक फलन है जो लेबेस्क के अनुसार (-?9 ») अन्तराल' में समाकलनीय है और 
इस अन्तराल के बाहर अपनी श्रावर्तता के कारण परिभाषित है । माना कि 75» पर /) का फ्रिये 
श्रेणी 


अध, +- 2) (4५ 008 घड- 8, आं। #2) --३८५ +- हर ८ (27) (2..) 
7८ ] 
है तो (2..) की संयुग्म श्रेणी होगी : 
ठ (0, 005 #४--4, शं। #/८) -- ् 53,(2) (2..) 
|न्च्य व 
फेजर/ ने प्रदर्शित किया है कि यदि “जी ८४--0) -/४-0) का अस्तित्व हो और सान्‍्त ही तो 
अ्रनुक्रम ४80(४)) _- मान तक संकलनीय (०, »), »>] है और यदि /(४) परिबद्ध विचरण वाला हो तो 


प्रमेय »:>0 के लिये सत्य है। यह भी सिद्ध किया गया है कि यदि 7 का अस्तित्व रहे और सान्‍्त हो तो 
अचुक्रम ॥8,(७)) प्रथम लागरिश्मिक माध्य के द्वारा उसी योगफल! तक संकलनीय है । 


आनब्रचकाफ ने दिखाया है कि यदि (2 समाकलनीय £ हो और यदि के £--0 के निकट 


संकलनीय हो तो ढ 2 78,(0-+ -- » जहाँ ४0) +/)-/४-7) -.! 


मोहन्ती तथा नन्‍्दा ने एक प्रमेय सिद्ध किया है जो करिये श्रेणी के लिये हार्डी तथा लिटिलबुड 
भ्रभिसरण मानदण्ड के समान है। वस्तुत: उन्होंने सिद्ध किया है कि 


फूरिये गुणांकों का अनुक्रम 27 


प्रमेय : 
यदि ४0)0 [[०8 |) |#-+0. (2..3) 


तथा 6; और ७, बराबर ०6-०), 0<89<[, तो भनुक्रम (#7#8,(०2) योग (!/४) में संकलनीय 
(०, ।) है । 


यही नहीं, सिह// ने इसी फल को लेबेस्क के मानदण्ड से सिद्ध किया है। सिंह के फल का और 
भी सार्वोकरण हिरोकावा ने किया है । यह फल सु नूची (८ द्वारा प्रदत्त अभिसरण मानदण्ड के समान है। 
इस टिप्पणी में हम सिंह के फल को एक अन्य दिशा में सार्वीक्ृत करेंगे। वास्तव में हम निम्नांकित 
प्रमेय सिद्ध करेंगे। 


प्रमेध : 
हा / 
यदि (7) जले |, ४/(४४) ८४४७-९2 (/“9) (2.].4) 
तथा 
" 0 7/(॥४ 7) -- १॥( (४ 
208 (६४ (8) १/८) 3 22208 ४/--०([) (2..5) 


तो अनुक्रम([४४,(०0) संकलनीय समस्त /५ >>] के लिये //# मान तक संकलनीय (८, ।) है तथा # कोई 
धन पूणाकि है जो काफी मच्द गति से श्रनन्‍्त की ओर अग्रसर होता है । 


3.. हमें निम्तांकित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता पड़ेगी : 


प्रसेयिका [: 


यदि 0 2४(7) शाप #। ( ॥ [ (7) का 


735: | 
। (4 ॥)7/८७ डी (#क 8)7/ ८७ /(7-- |/77) 


८७८७ 
तथा ४0) से (2..4 हो तो7-7 5० (है) ज्यों ज्यों #>०, &>7. 
उपपत्ति : 


2 [' ((() (कि हलक | ग्रह # वे। 
५ (#व्र।॥) 7 4 72. /7(४7-+ 4/7) 


गा [ (7) था #/ 


००००० 


के | पा 8|7 दे । | (0) ( झं0 का ] 
४ | (75(7--7/४) [0,.0)॥/< (4/00)7/45 #5(7 --7/४) 
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रे ह] 6 ] 
(209५. 27 77 | गन 07560 ., ० 
हर ( ) 77(॥ -- ग[7 (६44 77)/ ८५ 7 कल ४ ) पा थे | 


(2..4) के प्रयोग से 


व्गि शा ॥(/:7/४)7 “९ प्रा (अप ) है हिला | 
कक ० 7 / (4) 5) कही हे के [० 2५४०४ ० 20 3 ) (ब/0)7/ ७ : 
| हिल ष्र ) प्र 


3-2:/0, # ई-9//५ टिका) ८५7 )/८% 
०0+०५5) “5 “ शर्र +० का | 
7 2-/५//५ 
0] 


इससे प्रमेयिका सिद्ध हुई । 





प्रमेयिका 2 : 


(4 द्क्रि ॥ 
यदि ४(7) से (2..4) की तुष्टि हो तो | -.. ००05 777 4/--0() प्रत्येक ०>0, तथा 
“८ के लिये । 


उपपत्ति : 


यदि ०:>0, तो प्रमेयिका समाकल |४(7) ८/ के सातत्य अंश का अनुगमन करती है । यदि ०5६0, . 
तो खण्डश: समाकलन करने पर स्पष्ट होगा कि 








0 


ण। अंक कोड) 
[| (22००७ ०४! 5 [077 [४७१३ (7) # 
0 0 हे 








थ! 8 ] ॥४%/7+ 0९ /८५०३ ५]67/॥ . 
5 ८४ | न ० | 

00) + हा 00%) ०#+ &| ४«०()+० ० (| नर /+०र -ज)| 
-०() 


प्रमेथिका 3 : 


यदि ४() से (2..4) तथा (2.,5) की तुष्टि हो तो 
है (हम हि (7) ८€/र्म ४-०९) 


(६%/8)/ ५ 7(7 - 7/77) 





उपपत्ति : 


ही ि ॥(7) ८77४ ध/-- । पा हु. | 6 | ३(४) ८7४ 


(६4/॥)/4 /(# न: ग्र/77) १) ॥+कऋ। 2 !(४ हे 2/४) 
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/८++ ) 7 /८६ 
“7० माना, जहाँ. ४5 ५ गे 





अब 
के हा ९(7)९7/४ हे हक (/ ()€77४ 
कि | ह(/ --भ्रा/27) १0 24/# | 
_ || 00) - ० (मे पु क्‍ 
“हपक्रफ़ ' “(२2७० (ै/ (प्रमेयिका 2 से) (3..) 
तथा 
बे | .._५(7)6€४7/ कि ४४7 -- गर॥)८४४(४+ # /॥४) 
॥+ कर /(४ है! ग्र/2) १ डकरानाक, ग्रश ) 
क | हक. (न शहर हो | [ः हि ४(7 + ग/ह) ९४ 
. ईक... कब्र) तर् 2ऋ॥) 7. / 8-४४ (४-५ ग।ह) (0 - 277) 
0 ॥/(४ -- #/श) ८7 पु ) 
्क | गह। कितने ठखक्री 7/| 00) (प्रमेयिका 2 से) (3..2 
इस प्रकार 


0 (4 )८थाएं हि 
ह् | १ /(7 -।- ग।४7) हज ४! 02 


॒ १(7)2/%४ ३/(॥-]- गरा। थ) 2रए४ ) हि /८), 
| ५ [/(/--४/४) (/- गर/४)(४ --2%//) | 5 ९ 2) 


जय | 0 [४ (४) -- (४ +- 7/2)]€४४ हे टेवा ॥ 0 (४(7) ८४7४ 0 कं 7 पी 
 बि (न ग/४)(7-+- 2 ग/४) राग (8 +-7/४)(४ +- 27/77) रे (; 


| 7 (८ 
नत/३+रै4+ ० ) / माना 


श्रब (2,.5) के प्रयोग करने पर 
[.207०७-४७| &..०(7)+ 
ट 





| ४ 79 -+ |/४ 


खण्डश: समाकलन करने पर 
टैग | पए4(/) ८४४ ढ 24% | ४०७४) रे ( ८2४7/ ] 
7(/+र/7)(/-+-2%#/2) 4... # ( 4४ ५ 7(7 +-%/77)(॥ -4-2#/४) 


277 7०८४४ 247 ० गे जि 
हए कर ) न ( ) रत न 7/४7)(] -+ हक का । | ॥ /00 हा का ज्] 4। | 


उकपरशसक 
फल्शास्‍ाहकत 


8 
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नल ० ०त्ऊ । +० 7 5)|, 








++0(])-0() ०0)+०($)% (7 5)+० 7 5) 


-00)+0[ ) प्र ०९) कल ०१: रे 


/॥ | (४-८५)।८५ 
इस प्रकार ४5०, ६) । इस तरह प्रमेयिका सिद्ध हुई । 


4-. प्रमेय की उपपत्ति 
मोहन्टी तथा ननन्‍्दा£ के अनुसार 


हा ० 78,(४) - -- 
| #न्य 


५ 0 / 
नल | (४-7) -/#--7)--7) ४७, 7) ८/-+ 0() 


7 /(020५ ) #४+०0) 


प्रा 


इज ((), माना कि 


जहाँ 8(70, 7)55-+ - 7, (005 7 +-008 2/--... 0058 ४४) 
(श0 (7+ह)7 -- शा ३7 | 
| 2 87 ३४ । 








धं 
_44 
ह्र्धं 


] वे /शारां 


शा हां 008 मां 
. काओआाआडऊ डी राधा है 





नाडे शा माँ. 


इस तरह 4 न८ | . ३(7800 7) व! 


शा 0 


प्रा 


शा का ०08 ४7) , के ८ 
| ) (के अक पः ्् 7 छू 7) गा ई | (४) गाया दा 


0 


॥ 








| 
ऐ ५ न ४. 008 ह/ 
/८/ 


। 4/-- 0() 


0 


फ्रिये गरुणांकों का अनुक्रम 3$ . 


6 ४१ [श]7 #/ 005 #/' 
-[+ की!" ०] ७० 


व्म्न .(४)॥(४, 7) 4/+ ०() 





रीमान-लेबेस्क प्रमेय के हारा जहाँ एक स्थिर संख्या है तथा 


87 7/ 005 ४ 


जलन... डर >ामनक 


//8 | 








/7(77, /) कर 


हमें निम्नांकित आंकड़ों की आवश्यकता होगी : 
॥0, 7055 004), 0</<< 7 (4..]) 


सं) । ; 


ब्रा 
7 ) ध/दपवा 


? हर 


हम इस प्रकार रखेंगे कि 


7 | ३0), 0) 4/- 000) 
(0) 


7(//7 /॥3) (६४ (॥) 7/2% 0 
हु | | ६2 | पा | | ४(7)/707, 7) 4/--0() 


0 (/॥ 7 /४) . (॥47)/ “४ 
नन्टी) | 2, 4 20 -+ 0() माना जहाँ ७ >»!. (4.].2) 


कर अज्ज 


अब खण्डश: समाकलन करने तथा (2..4) और (4..), का उपयोग करने पर 


“४ हि ॥॥॥ 7 
2, क+ | ॥(7)/(07, 7) व! 
0) 


(6० ॥॥ 
एे 


व्य्य | ५/(४)/(५, /) | कम पट ' ४0) (४0, 7)) था 


। ट्गि/ | (६7 (६४ श्थें 
- [0(%)067, 7) ] (०) | ७००: कट)० ] 
0 कु ८ 
कि -०७१० | आआ ] मा 
-०| ्श 5 शा 00000 | |, 
(६7+८ के 
ध्ल्य् ०, म्ध्् 26 ), जसे ॥77-+ 2 (4 कर [ 3) 
तथा 
व्रा ॥) 7-/८3 ट्ग्रा | 3/॥८3 
४,- [*” “ /(४%४७, /) कन्न| क ४000: 4४ (4..]) के प्रयोग से 
० कंवा।?] ६7 /) ५ 
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- ([ए |४)7/< ६४ ॥9) 7८ प्ः ] 
स्् [४(४०) पक |, कि ०)०७)० खण्डश: समाकलन करने पर 


2 0ग्र/7 प्ग्रि।7 


(६४ |४) 4 ८3 (8) 7८७ 
33 [20 )| | 7 7 06%-9 #| (2..4) के प्रयोग से 


६ (4 प बा ] 


टिक्रपपा।5+..._ /दिकरकिया /६॥१९५:7/0 ब 
5००(5) न |+० ०४) की) | 


-+(0(]), जेसे #-> ०० (4..4) 








० 
अच्त में 2३5२ | 


870 70/.. ०068 77 
|//(४) । पर ॥ 
(६4% 8)7/<» 777*“ १4 


0095 ॥77 
न 7 4-| /+++ 
॥ | (+&[॥07/८5 ह“ ५ (बाग /<७ | 


0 ] -८ |. ] 7) 05 धरा , 

रस । [ (४) 8॥7 ० पा रे ] _ | (7) 205 7 का 
५4% (व 7) / “५ रा ! ग/77) 2 (क 8)7/ “७ | 

 प्रमेयिका | के प्रयोग से 


] ५(४) शा का ; 


0 (7) 0०08 का 


4/+ ०2(), प्रमेयिका 3 के द्वारा (4..5) 
» (हब 


((7) 20$ का 


*(॥६7 |॥) 7/८५ 0+$० ॥॥ (9+श (६ | 
जा जट । ! ४ | कल 4/--(2() 





(क)7/0.. / #कआ))/“५+कऋ/2.. « &$ 


9--7 // (४) 00$ 
है/80 आन अन्त कि लिए अभाशसवर 
कर 777 4/+0(7), प्रमेयिका 2 से 


जा 
४०० 


थे ४(7-+- ग्र/॥) 005 (7--#%#/ह) - # 
। कक. गजल 8 0 ०, 


0 २(/-- 2//) 
। (क्र ॥)/ ८» लग गा? हज कप ५/ (ञ्‌ हे | (4 हि ] हि 0) 


(4..3) तथा (4..4) से 


अनननाननना, 
अिलजनसनन 
अननन-म-न+, 
अनानभ, 


| ॥ ४7) ००8 हर ।__ | हि ((7-- #(४) 


7० 005 का धां न ( | | 
((॥। ४)/८“» [ (क/ओ [८४ :च 2/20८ ) 


अतः (2..5) एवं प्रमेयिका 3 के प्रयोग से 


| /; |"-३ ॥अ दिल्ली कि 008 777 ८ +0०(॥) 


॥ (| 





| 0 (४(४ -+- ग्र/॥) -- (7) न 3 ॥ (7) 005 #॥/ का 
( थ/2)7/<“» -++ ग[?॥ 8 / (६+।॥)7/ ८ !(४ -+-7/7?) 


+0०() 
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हि | //(४--7/४)--९४(४7) | क्र 0 (7) 005 #/ 
<्‌ मा मा 2 
ह । (हक करन हल हर हम 7(7-- 7/7) | 2 
प्र 2-5८ /८5 
00)+ %(६) . +०0) 
का (4..7) 


फल (4..2), (4..3), (4..4) एवं (4..7) को एकत्र करने पर 7--0() 


आम, 
अत $ 2 70/(४)-_१0००() जिससे प्रमेय सिद्ध हो जाता है । 


कृतज्नता-ज्ञापन 


लेखक डा० एस० एस० दीक्षित का अत्यन्त ऋणी है जिन्होंने इस प्रपत्र के लेखन में प्रोत्साहन 
और सहायता की । द 


निदंश 
.. कुक, आर० जी०, पञातप्रिा।6& ग्राशापं८०४ ॥॥0 5९१०९ ०७ 9980०७, मेकमिलन, 950. 
०. फेजर, एल०, 30फा. +०ं76 ध्षाए०० (०/)., 93, 442, 765-68. 
9. हिरोकावा, एच०, ९009 )४०/॥. $छशांगर॥7 #20077, 958, 8, -8. 
4... मोहन्टी, आर० तथा नन्‍दा, एम०, प्रोसी० असे० सेथ० सोसा०, 954, 5, 79-84. 


5. आव्रेचकाफ, एन०, ८याधपशाोा8& एग्राएश॥आा8 682 509, 4 78०४6 |९४५४०० (७०7० (प९ 
[ए2:० ।, 4943, 39, 82-6880. 


6. सिंह, बी०, प्रोसी० अमे० मंथ० सोसा०, 956, 7, 796-803. 
7. सुनूची, जी०, ०0८7 ४७४. 3०एए7., 4953, 5, 238-242. 


8... ज़िगमूंड, ए०, "फ8०70०ग्राथा०० 5७768, वार्सा 935, पृष्ठ 55, 62. 


कैए 5 


४ [7]2973 ?87]5030 / 053॥46व3॥ 7230॥|८9 
४०. 20, ॥४०. ६, |आप० 9५ ।977, ?०४९5 35-39 


7(2/० के लिये नवीन द्विगुणन सूत्र* 


बोी० एम० अग्रवाल तथा बी० एम० सिहल 
गरितत विभाग, गवर्नसेंट साइंस कालेज, ग्वालियर 


[प्राप्त--जनवरी 20, 976] 


सारांश 
प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य /(2/2) के लिये द्विगुणन सूत्र ज्ञात करना और इसका उपयोग विशेष 
'छूप से फाक्स के आ-फलन हेतु एक वियोजन सूत्र प्राप्त करना है । 
शव 


 ॥९छ हफ़द्याणा णिणाएणोंतव 0 उ(2272)*% छए 8. ७४. 5279० 82704 8. १७. 8702॥0/४, 
4>69क्ाएालाग 0 शैव्वााला। ा।08, (070ए27॥॥॥ 520708 0०९०९, 0929॥0', ४. ?. 


का पां$ड ॥068, ए९ ]8ए९ (९/ए९१ 8 गए १|परशाटशाणा 7णाप्र9 


॥] १४ &.. 
को ( 2 
7(- 20)------.:- . ५/७ - 2श- | €रफ-आशगर 
दी । क्र 
हक 


(/ 5 2 (-7507(0-75) ४ / है 2(-7४07(४-7४) ] 2) 7/2 
डर (्, ४ (४ मध्तुफ) (3 (0 --/5)/(--/&) | ? 





4..प्रस्तावना 
माइजर के ० -फलन के लिये वियोजन सूत्र सिद्ध करने हेतु कालंसन/! ने एक सरल सर्वसमिका 
क्‍ 8 गन 29] 
4॥(.... ५) / (ै. .......५ ) <-< 7८2 मर 7 [_ ( 2 
4 (-७)2 (2-७) क|का त्तुफ्फ़ लि आरम । छत () 





प्रयुक्त की हैं। इसकी सरलता से प्रभावित होकर श्रेणी रूप में /(2/2) के लिये एक वियोजन सूत्र 
खोज निकालने की इच्छा हुई ! 


(कम लकालन अणतनले-महत2क ७० पल८+ केक ७०३४ ३१५ ५७४१७५०१७४८७७६५०७७५३॥७७-क-॥००-५३४३ कक: उन ननवरन हनन रताताननम ये तनटशिातातत का सटमरताफ परवान ॥३44+94४4 33,0७4. 


८. 0308॥779 २९०७४. 
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प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य 7(2/2) के द्विगुणन सूत्र ज्ञात करना है और इसका उपयोग विशेष रूप 
में फाक्स के 2-फलन के लिये वियोजन सूत्र प्राप्त करना है जो विशिष्टत: कार्लससन के फल में समानीत 
हो जाता है [!, 9. 237 (30)। 


अब निम्न पर विचार करने पर 


बल ( / 5) ] 
८ 


व 7 है 
8#//50+4) 75 _< 57 (068 (४-7 8॥7 /८25), 
तो (तर ) हा 


2 


इसकी पुष्टि होती है कि 


4 ( ध्यदाल 7७) अं रे ्ाा /४) #० (2, 42: /(४+2/2) ४५ 
६ पा 
लक 
( 


ह (-75)70-7७) ,, 2(-/४)7१॥-/४) 
अप ज्तयछा तु +ज़्तफ््ह्ट्छ्ज । ' (2) 


() में ४ के स्थान पर #४ रखने पर 


7/-./०)77 (2४8 ४ (--7४) /' (3$--/७) (3 ) 
7(-)76 - /४) - #४२ [ह्व न तय] (3) 
अब माना कि 
4 (--75) 
6] (४05 ५9] ज्क है 
0 (4) 
हे 6. आह, 
बल) 
/ 34(-/४) /(३-/४) 4 (--7७)7(३-- 
व. जी रहा का फिज। क 35 हर जता क बा ्त (5) 


तो (2) तथा (3) के दाहिने पक्षों के वास्तविक तथा कल्पित अंशों की तुलना करने पर 
$57९,55 --/39 


'थि तथा ४५ की गणना (4) तथा (5) से करने तथा (2) के सम्प्रयोग से 


(272) के लिये नवीन द्विगुणन सूत्र 37 





« (ग्रे 27//8- &709-7१3/8) ए४ 


(6) 


# /(--7७) / (+--/७) १2 /४ /(-/४)7"(३--/४) १2 
कक (( हल £ (४ -/७)2 (9--/८७, [ जय * (4 47:85): ) । 


७-0, --, --2, ... 


प्राप्त होता है, जो श्रभीष्ट फल है । 


(6) में #/-] तथा ४ के स्थान पर --2 रखने पर यह एक रोचक दिगुणन सूत्र में समानीत हो 
जाता है: 


॥(22)- ३/न 2थ८-77 || ( मत न ) की गे (7) 


2. इस अनुभाग में हम फाक्स के /7-फलन के लिये वियोजन सूत्र प्राप्त करेंगे । 


हम -फलन को निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं। 
प्र 7, ॥४। ( (८ ९ ). 
:746:%) 
/» ९ /((2५ /५)) 


470 7 
(ह 2(8/-॥७) 7 :((|--०/+- ८७) 
] का है । हु हे हि ;॒ कख है 
५03 ऋण सा 25 ध&' 
था। | ॥. 0 


५ पर !£ 
४४ 2(0-82/--7१७) 77 7(4।-४८)७) 
- किक है 


है ८०7 १- ै, 


अिलरतपपरकन 


। ध 
न्‍न्जए रे ४/(७) 2 45 


इसमें रिक्त गुरानफल को इकाई मान लिया गया है; 0&#ऋ<4, 0<#<9; समस्त ० तथार_ओथा घन हैं, 
/. बार्नीज प्रकार का ऐसा उपयुक्त कंटूर है कि 7(8/--/5), 755, 2, ..., ऋ के पोल कंटूर के दाई 
ध्रोर ओर 7(]--6/--८७), 7 , ..., ४), के पोल बाई ओर पढ़ें । प्राचलों इस प्रकार परिभाषित हैं 
कि (3) के दाई ओर का समाकल अभिसारी होता है। अब पछ-फलन की परिभाषा से तथा (2) को 
व्यवहृत करने पर द 


॥7+ 3, ॥ (०५, ०/)) 
2, (+4 (2 ((०, ")(३, ४), ((2५५ 9) 


38 बी० एम० अग्रवाल तथा बी० एम० सिहल 


8 पं धान 3, ॥+ 7. 42 |); (। //2), (६५; ९५) (२ /८) (्‌ 2) 
हट, मै कक [ला 20) है, 072 ५.9) ५५ 0, 0,3)) 


7 
दिच्चों, #2( + 9७, (नी 5 


ग्रान॑ठे 


भार 23 7/2, (0 %)); (० ४), (0, 3) 
कब (0 /)५ ( हा (, //2), (2५ ५), (0, /:) | ( ], ३) | (9) 


सन स्‍[ 


दिल हर 72३ 
यही नहीं; द्विगुणन सूत्र के उपयोग से 


27+-, ([ | ८५)) 
2, हनन / (०, #), (80, /9)) 


2॥/7+2, 3 । 55 [42 ८/)), ((4५77/2 ८५) ) (0) 


प्+27%777 पर, 
(0, 24+4£ 6८ -+- 
70 आज कक तीज 0 
जहाँ -+7(7--4--) -- #४--#॥, ] 
2 | 
0च+ ० 0- < ८३+97-#-7॥, । 
॥ 35 प () 
त्तथ | 
2 | 
€तन > 7 ८)-! | 
द हा हे 
अब (9) तथा (0) से तुरन्त निम्नांकित की प्राप्ति होती है: 
8 की ८। [( 2) 2/7-+3, 2/7+7. 200 
22% .-(/+-/2) 87... 
, का ( १, (8, 220) कक | कै, शवक [टतला।॥ हर 
ध+४--]. १) 
([, /४/2), ((4/॥/ ८/घ)); । न्क 9 डर /-) (2 १ 2) ॥ | * 3॥743, शान-ए 
कब 2/--8, 26% 8 
(०7) (५ 7. 0, 79, (००) (०7770), (, 0, 0, 9) 
॥ ८4 -- 
ट््डै (4 # 2), ((६// ८+))५ | (0 /८) (( 
)|, 02) 


[ 2+( #+4+/2)/ 





| 9:70) 09): /0+% 24 00/2:0/7 | हे | /५))५ (०, /), (4, 2) 


#नन 53८३ न्त; रक्त, .... 0, / 5, .... 4, रखने पर सूत्र (2) कालंसन के सूत्र] के तुल्य हो जाता है: 


हि, ( (०) कटनी कक! (कण 2 (४५, 94-95) । 
0, (+३ हे (8) 29, 24+१ 4०/ ०, (3 8, 20-१3), $ 


-- 27-0 72 2 (9 


977+7, 2॥ ह, (24, ४4-३३) ] 
4/, थक (हैं 4%०| ७ (30, 30--%$), -- कम 


2'(2/«) के लिये नवीन द्विगुणन सूत्र 39 
जहाँ ० एवं ० को (47) द्वारा प्रदशित किया जाता है तथा 
0556 --4--/- 
निर्देश 


. कालेंसन, बी० सी०, 860, 3. १४४१). ७ए४।].. 970, , 232-242 
2... एडेल्यी, ए० इत्यादि, पाशाल' पृक्याइटलातेव्याब] फपाठांगा5, भाग ॥, सेकग्राहिल न्यूयाक 953 


3. फाक्स, सी०, दांजे० अमे० मेथ० सोसा०, 96] 98, 395-429 


४7॥373 ?37]5॥34 /]0539704[॥ 37 ?3६07][८9 
४०. 20, ४०. |, |आपए३"५ |977, 78४९६ 4-50 


दाब का धातु-अधचालक यांत्रिक स्परशों में अवकल प्रतिरोध-बोल्टता 
तथा अवकल धारिता-बोल्टता लक्षणों पर प्रभाव 


विपिन कुमार, सीताराम तथा राम परशाद 
राष्ट्रीय भौतिक प्रयोगशाला, नई दिल्‍ली-0042 


[ प्राप्त--जून' 3, 976 | 


सारांश 


धातु अधंचालक प्रकार के यांत्रिक स्पशों में दाब का प्रभाव अवकल' प्रतिरोध व घारिता-वोल्टता 
लक्षणों पर अ्रष्ययन किया गया है। यहाँ प्राप्त किये गये लक्षण्प अन्य लेखकों द्वारा वाष्पीकरण द्वारा 
बनाये सिलिकन के धातु-प्राव्साइड-अधेचालक स्पों में प्राप्त किये गये लक्षणों से मिलते हैं। यह पाया 
गया है कि अश्रंतर-पृष्ठ अवस्थाश्रों का अधेंचालक पद्ठ अंतराल में ऊर्जा के सापेक्ष वितरण दाब के साथ 
बदल जाता है। जरमेनियम तथा गैलियम आर्सनाइड स्पर्श के लिये प्राप्त किये गये लक्षण आद्रता के साथ 
बदल जाते हैं । पी-प्रकार जरमेनियम पर प्राप्त क्ये गये लक्षण विशेष रूप से असंगत हैं। दाब द्वारा 
प्राचीर ऊंचाई में कमी होने का कोई स्पष्ट प्रभाव नहीं मिल पाया है । 


५7४ मटा 
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42 विपिन कुमार, सीताराम तथा राम परशाद 


पिछले पत्रों?-» में दाब का प्रभाव धातु-अधैचालक स्पशों के ओहमिक गुणों पर प्रतिवेदन किया 
गया था । वहाँ यह सिद्ध करने का प्रयत्न किया गया था कि दाब के प्रभाव के कारण या तो घातु तथा 
अर्धचालक के बीच यांत्रिक आकाश की मोटाई कम हो जाती है अथवा घारा वाहक का पृष्ठ भ्रवस्थाओं 
में स्थानीकरण कम हो जाता है । इस प्रकार सुरंगीकरण प्रक्रिया द्वारा घारा वहन के लिये एक पृष्ठ अवस्था 
सक्रिय हो जाती है । इन गुणों का आगे अध्ययन करने के लिये इस पत्र में अवकल प्रतिरोध वोल्टता 
तथा अवकल घारिता-वोल्टता लक्षणों का अवलोकन किया गया है। जेसा कि बेनडेनियल तथा ड्यूक// ने 


४ था 9 
संकेत किया है, अवकल चालकता -_ऊ अधंचालकता के फर्मी तल /& से ऊर्जा द्वारा दूर प्राप्य अवस्था 
घनत्व के सीधे अनुपाती है, अर्थात्‌ 


वा 7 
वो? ० १४((४-- ) 


इसी प्रकार त्सुइ/ के भ्रनुसार अवकल घारिता, पृष्ठ पर आवेश का पद्ठ कुकाव-विभव के सापेक्ष विचरण' 
मापती है; भ्रर्थात्‌ 
__ 22 


ः्न्का 


जहाँ 22 दिक्‌-आवेश प्रदेश में कुल श्रावेश तथा ए पृष्ठ पर पटुट-भुकाव-विभव है। वर्तमान दशा में 
चूँकि वाहकों के लिये प्राप्य अवस्थाएँ अ्रध चालक पष्ठ अवस्थाएँ हैं अत: यहाँ मापा गया अ्रवकल प्रतिरोध 
एक विशेष ऊर्जा पर सुरंगीकृत वाहकों के लिये प्राप्य पृष्ठ अवस्थाओं के व्युत्क्रम अनुपात में है । 


उपरोक्त प्रकार के अवकल प्रतिरोध तथा धारिता-वोल्टता लक्षणों का धा०-आरा०-प्रध' प्रकार के 
स्पर्शों के लिये वाक्समेन्र इत्यादि“) द्वारा अवलोकन किया गया है । इन लेखकों के अनुसार विभिन्न 
धातुओं द्वारा स्पर्श के लिये श्र्धचालक के वर्जित पट्ट ब्रंतराल में ऊर्जा के सापेक्ष अलग-अलग पृष्ठ 
श्रवस्था वितरण प्राप्त होते हैं । इसका एक कारण यह हो सकता है कि घातु का शअ्र्धचालक पृष्ठ में 
विसरण हो जाता है। प्रस्तुत पत्र में चूंकि यांत्रिक धातु-अधचालक का स्पर्श प्रयोग किया गया 
है, अतः घातु के, जो वतमान प्रयोगों में टंगस्टन है, भ्रधंचालक में विसरण की संभावना बहुत कम हो 
जाती है । 


प्रयोगात्मक 


जिन अधेचालकों का यहाँ प्रयोग किया गया है उनमें मुख्यतः सिलिकन है। इसके अतिरिक्त 
जरमेनियम तथा गलियम आर्सेनाइड का प्रयोग भी किया गया है। स्पर्श बनाने की विधि पूर्व पत्र में 
दी गयी है। सिलिकन तथा जरमेनियम के स्पर्शों में पृष्ठ को लैपिंग के बाद रासायनिक निष्षारण द्वारा 
तेयार किया गया | अ० प्र०-वोल्टता तथा अ० घा०-वोल्टता लक्षण मापने के लिये वाइन-कैर ब्रिज का 
प्रयोग 007 प्र, से 20/-पछ,-आवृत्ति तक किया गया। प्रयोग में लाया गया सरल परिपथ चित्र () 
में दिया गया है । 


दाब का अवकल प्रतिरोध 43 


०-(४/£ 
रत.) 
ही । //४/४६ अं 
८५ /(€/२/२ / 
8/,45 ट 8/20 65 5॥/४५5//१0 


चित्र : वतंमान प्रयोगों में वाइन-केर ब्रिज के लिये उपयोग किया गया सरल परिपथ 


सिलिकन : एन- तथा पी- प्रकार सिलिकन के लिये अ० प्र० तथा अ० धा०-वोल्टता लक्षण 
केवल पग्नमिम नति में खींचे गये हैं। विपरीत नति में स्पर्श युक्ति का प्रतिरोध इतना बढ़ जाता है तथा 
बोल्टता के साथ उसका परिवतेन इतना कम हो जाता है कि ब्रिज की सुग्राहिता समाप्त हो जाती है । 
इसी प्रकार विपरीत नति में युक्ति की घारिता बहुत कम हो जाती है जिसका वोल्टता के साथ 
विचरण मापना इस ब्रिज द्वारा कठिन हो जाता है। 


चित्र (2) में पी-प्रकार सिलिकन ( प्रतिरोधिता 02 सेंग्मी० ) वाले स्पर्श के लिये श्र०प्र०- 
वोल्टता लक्षण विभिन्न आवृत्तियों 4008-फ्न,, 500 ए-छ, तथा :5 ७-त, पर दो दाबों 50 ग्राम तथा 
00 ग्राम के लिये मापे गये हैं। चित्र से स्पष्ट है कि भ्रपेक्षाकृत लघू आवृत्तियों जैसे 00 ॥(-त, पर अ०प्र० 
का वोल्टता के साथ अधिक विचरण होता है। उच्चतर आवृत्तियों के लिये शून्य वोल्टता पर स्पर्श का 
अ० प्र० अपेक्षाकृत कम हो जाता है । इसके अतिरिक्त लघुतर आवृति 00 एप, पर भ्र० प्र० का एक 
नियत वोल्टता पर निम्निष्ठ प्राप्त होता है जो इस तथ्य का परिचायक हो सकता है कि लघृतर 
आवृत्तियों पर पृष्ठ भ्रवस्था घनत्व में शिखर प्राप्त होता है । 


चित्र (3) में उपरोक्त प्रकार के स्पर्श के लिये श्र० घा०-बोल्टता लक्षण समान प्राचरों के 
लिये खींचे गये हैं| चित्र के अनुसार 006-प्र, आवृति पर अ० धा० असामान्य रूप से अधिक हो जाती 
- है। इसके अतिरिक्त, भ्र० घा० का उचिष्ठ लगभग 0-8 वोल्ट पर है जबकि चित्र (2) के अनुसार अ्र० प्र० 
निम्तिष्ठि लगभग 0-5 बोल्ट पर है। इस अंतर की विवेचना में व्याख्या करने का प्रयास किया 
गया है । 


चित्र (4) में पी-सिलिकन ( प्रतिरोधिता 02 से० मी० ) वाले स्पर्श के लिये ही झ० प्र०- 
वोल्टता लक्षणों का दाब के साथ विचरण दिखाया गया है । यहाँ पर प्रयोग की गयी श्रावुति 3005-५८ 
है । इस चित्र के अनुसार दाब बढ़ाने पर पृष्ठ भ्रवस्था घनत्व में शिखर स्पष्ट हो जाता है जो दाब 
बढ़ाने पर लघुतर वोल्टता की श्रोर बढ़ता है । इस प्रकार यह कहा जा सकता है कि जैसे-जैसे फर्मी तल 
' मे अल्पसंख्या वाहक पटट की ओर बढ़ते हैं, पृष्ठ अवस्था घनत्व बढ़ता जाता है और एक नियत बोल्टता 
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आवृत्ति के साथ विचरण । दो दाबों 50 ग्राम तया 0) प्राम क्र उततोग कि 7 गया है। 
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चित्र 3; पी-सिलिकन (प्रतिरोधिता [-0 ४ से० मी० ) वाले स्पश के लिये भ्र०्धा० वोल्टता 
का आवृत्ति के साथ विचरण । दो दाबों 50 ग्राम तथा 00 ग्राम का प्रयोग किया गया है। 


पर लगभग स्थिर हो जाता है। जैसा चित्र (4) में दिखाया गया है, एक नियत वोल्टता से अधिक के 
लिये अ० प्र० का दाब के साथ विचरण समाप्त हो जाता है जो इंस तथ्य की ओर संकेत करता है कि 
नियत वोल्टता के बाद स्थानीकृत पृष्ठ अ्रवस्था धनत्व समाप्त हो जाता है । 


चित्र (5) में इसी स्पश के लिये तथा समान प्राचरों के लिये प्र० धा० का दाब दे साथ' विचरण 
मापा गया है। श्रभी इस चित्र के कोई परिणाम निकालना संभव नहीं हो पाया है । 
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चित्र 4 : पी-सिलिकन (प्रतिरोधिता 2 2 से० मी०) वाले स्परशं के लिये अ० प्र०-वोल्टता 
लक्षणों का दाव के साथ विचरण । 300 ह.छ, आवृत्ति का प्रयोग किया गया हे । 5 
एन-प्रकार सिलिकन के लिये भी लगभग उपरोक्त प्रकार के लक्षण धराप्त होते हैँ । उच्च 
प्रतिरोधिता एन-प्रकार सिलिकत ( प्रतिरोधिता “-0%9 से० मी० ) वाले स्पश के लिये आवृर्ति 
निर्मरता लघु प्रतिरोधिता वालें सिलिकन स्पर्शों के समान ही है लेकिन लक्षण निष्कोण नहीं हैं । 
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चित्र 5: पी-सिलिकन (प्रतिरोधिता 222 से० मी०) स्पर्श के लिये अ० घा० वोल्टता लक्षणों 
का दाब के साथ विचरण । आवृत्ति 300 एप, का प्रयोग किया गया है । 


00 ६-प्त, आवृत्ति पर श्र० प्र० एक निम्निष्ठ प्राप्त करने के बाद फिर अधिक होना प्रारंभ 
हो जाता है। जैसे 25 ग्राम दाब के लिये अ० प्र० निम्निष्ठ लगभग 2 वोल्ट पर ॥7 ८2 है जबकि 8 
वोल्ट पर बढ़कर 40 77४2 हो जात! है । दाब बढ़ाते पर 2 वोल्ट से कम बोल्टता के लिये अ० प्र० का 
मान अधिक नहीं बदलता । लेकिन 277 से अधिक वोल्टता के श्र० प्र० के श्रारोहण करते हुए भाग पर 
दाब का प्रभाव अधिक होता है श्रौर वक्र के इस भाग की प्रवणाता कम हो जाती है! जैसे 00 ग्राम 
दाब के लिये 8 वोल्ट पर अ० प्र० का मान लगभग 2370 रह जाता है। 
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एक अन्य एन-सिलिकन ( प्रतिरोधिता 2:30 से० मी० ) स्पर्श के लिये वर्धित मणखित्र का 
सिलिंड्रिकल आकृति वाला पृष्ठ प्रयुक्त किया गया । ऐसे स्पर्श के लिये अग्निम नति में अ० प्र० तथा 
अ० धा०-वोल्टता लक्षण श्रन्य प्रकार के पृष्ठ के समान ही थे लेकित इन लक्षणों पर दाब' का कोई 
प्रभाव नहीं हुआ | पिछले पत्र) में ऐसे ही स्पर्श के लिये वाहुक जीवन काल पर दाब का प्रमाव प्रति- 
वेदन किया गया था । इस प्रकार वर्तमान प्रकार के अवलोकनों का गुण पिछले अवलोकन से मिलता 
है । लेकिन ऐसे स्पर्श में धारा-वोल्टता लक्षणों पर दाब का सामान्य प्रभाव होता है । 


इसके अतिरिक्त लघु आदत्ति 200प, पर भी उपरोक्त प्रकार के अ० प्र० बोल्टता लक्षण मापे 
गये हैं। अग्नमिम तति में आवृत्तियों 00 €-पछ, इत्यादि पर अर० प्र० निस्निष्ठ की तरह लघुतर श्रावत्तियों 
पर ऐसा कोई निम्निष्ठ प्राप्त नहीं होता और प्र० प्र० का मान वोल्टता बढ़ाने पर घटता जाता है। 
विपरीत नति में श्र० प्र० का वोल्टता के साथ विचरण नहीं होता । ऐसी लघृतर आवृत्तियों के लिये 
अ० प्र०-वोल्टता लक्षणों पर दाव का प्रभाव अध्ययन नहीं किया गया है । 


जरमेनियम : जरमेनियम के स्पशों के लिये अ० प्र०-वोल्टता तथा अञ्र० धा०- वोल्टता लक्षण 
समय ग्रथवा आद्ता के साथ बदलते हैं। एन-प्रकार जरमेनियम के लिये अग्रिम तथा विपरीत नि 
में वाहन-केर ब्रिज को संतुलित करना अज्ञात कारणों से संभव नहीं हो पाया । इसकी पुष्टि की गयी है 
कि ऐसः किसी तकनीकी दोष के कारण नहीं बल्कि जरमेनियम पृष्ठ के स्वयं किसी गुण के कारण है। 
पी-प्रकार जरमेनियम के लिये विचित्र लक्षण प्राप्त हुए । यद्यपि समय के साथ ऐसे' लक्षण पुन: प्राप्त 
नहीं किये जा सके फिर भी उदाहरण के लिये यहाँ वर्णन किया जा रहा है । 


जव घातु स्पर्श पी-जरमेनियम की अपेक्षा घनात्मक विभव पर होता है तो आवृत्ति का श्र० प्र०- 
वोल्टता लक्षणों पर विशेष प्रभाव नहीं पड़ा । प्रयोग की गई आवृत्तियाँ 008 प,, 50078. तथा 
।:5५-त, थीं। अ० प्र० का मान बोल्टता बढ़ाने पर कम होता था जैसा कि सामान्यतः: सिलिकन के 
लिये होता है | ऐसे ञ्र० प्र०-वोल्टता लक्षणों पर दाब का प्रभाव भी सामान्य था । 


समान नति में ही ऐसे स्पर्शों में अ्र० घा० का मान ऋणात्मक था । दूसरे शब्दों में स्पर्श धारिता- 
प्रकार के बदले प्रेरक-प्रकार का था। ऐसे स्पशों को घारिता मापने के लिये उनके समांतर एक' नियत 
मान का धारित्र जोड़ा गया । वोल्टता बढ़ाने पर परिपथ की कुल धारिता कम हो जाती थी जबकि 
स्पर्श की स्वयं की धारिता बहुत कम है-जैसे 2 9.9. । उदाहरणार्थ, परिपथ की शून्य वोल्टता पर 
प्रारंभिक घारिता लगभग 225 9.7. थी जबक्नि 0-3 वोल्ट पर यह घटकर 50 9.9. रह गयी। ऋणात्मक 
धारिता-वोल्टता लक्षण लघु आवृत्तियों जैसे 00 एप, पर अ्रधिक स्पष्ट थे तथा आवृत्ति बढ़ाने पर 


चारिता के ऋणात्मक मान में कमी हो जाती थी | दाब का धारिता-वोल्टता लक्षणों पर विशेष प्रभाव 
नहीं पाया गया । 


जब धातु स्पश पी-जरमेनियम के सापेक्ष ऋशात्मक विभव पर है तो श्र० प्र०-वोल्टता लक्षणों 
में एक नियत आवृत्ति 3007 प्र, पर दाब का प्रभाव मापा गया है । वोल्टता बढ़ाने पर श्र० प्र० का 
मान बढ़ जाता था जो और अधिक वोल्टता बढ़ाने पर एक संतृप्त अ० प्र० मात की ओर श्रग्रसर होता 
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था । दाब लगाने पर अ० प्र० का मान कम हो जाता है। अ० घा० मान में वोल्टता के साथ कोई 
परिवतेन नहीं हुआ । 


गलियम आर्सेनाइड : गेलियम आसनाइड वाले स्पर्शों में भी आद्रंता का प्रभाव बहुत अ्रधिक है । 
एक समय पर प्राप्त किये गये लक्षणों को पुनः प्राप्त करना कठिन है । एन-प्रकार गैलियम आर्सेनाइड 
वाले स्पशों का क्रमबद्ध अध्ययन नहीं किया गया है। फिर भी, श्रग्रिम नति में अ० प्र०-वोल्टता बढ़ाने 
पर कम होता है जबकि ञ्र० धा० का मान थोड़ा बढ़ता है। विपरीत नति में वोल्टता का अ० प्र० तथा 
अ० धा० मान १र कोई प्रमाव नहीं होता है ) पी-प्रकार गे० आ० स्पशों में श्र० प्र० का मान शअ्रग्रिम 
तथा विपरीत दोनों नतियों में वोल्टता बढ़ाने पर कम होता है लेकिन प्राप्त किये गये लक्षणों की 
वक्रता सिलिकन वाले स्पर्शो में प्राप्त किये गये लक्षणों की वक्रता से उल्टी दिशा में है। आवृत्ति तथा 
दाब का प्रभाव सिलिकन वाले स्पर्शों की तरह है। अ० धा० का मान वोल्टता के साथ अधिक 
नहीं बदलता है । जहाँ सिलिकन स्पर्शों में शुल्य वोल्टता पर अ० प्र० मान में दाब के साथ परिवर्तेत हो 
जाता है, गैलियम शभार्सेनाइड की दशा में ऐसा नहीं होता। 


विवेचना 


एन- तथा पी- सिलिकन वाले स्पर्शों के लिये प्राप्त किये गये श्र० प्र० तथा अ० धा० लक्षणों की 
तुलना करने पर पता चलता है कि श्र० प्र० का निम्निष्ठ लगभग 05 बोल्ट पर है जबकि अ० घा० 
का उच्चिष्ठ लगभग 0-8 वोल्ट पर है । यह असंगत प्रतीत होता है। जैसा कि भूमिका में कहा जा चुका 
है, श्र० प्र०-वोल्टता लक्षणों द्वारा एक नियत ऊर्जा पर प्राप्य अवस्था घनत्व का भ्राभास होता है जबकि 
आ्र० घा० द्वारा द्विक-प्रावेश-प्रदेश में कुल आवेश या प्रृष्ठ पर पट्ट-फ्रुकाव-विभव के सापेक्ष विचरणा प्राप्त 
होता है। इस प्रकार यह मान सकते हैं कि 0:5 बोल्ट पर अ० प्र० निम्निष्ठ से पृष्ठ अवस्था वितरण का 
उच्चिष्ठ प्राप्त होता है । लेकिन पृष्ठ अवस्था वितरण यहीं समाप्त नहीं होता है और इस कारण पृष्ठ 
विभव अभी भी वोल्टता बढ़ाने पर कम होता है । ज॑सा कि चित्र (3) से स्पष्ट है, 0:5 वोल्ट के बाद 
अ० धा०-बोल्टता लक्षण की प्रवणता कम हो जाती है, जो इस तथ्य का परिचायक हो सकता है कि 
प्‌ृष्ठ विभव' का वोल्टता के साथ विचरणा पहले जैसी दर से नहीं है। लेकिन भ्र० घा० में उच्चिष्ठ प्राप्त 
होने के बाद कमी होने का कारण श्रमी स्पष्ट नहीं है । 


चित्र (4) के आधार पर यह कहा जा' सकता कि कम दाब पर पृष्ठ अवस्था वितरण निष्कोण 
रहता है। जेसे-जंसे दाब बढ़ाते हैं यह वितरण एक उच्चिष्ठ प्राप्त कर लेता है लेकिन इससे दाब के 
साथ पृष्ठ विभव निम्नन के लिये कोई निष्कर्ष निकालना कठिन होगा । 


चित्र (2) के श्राधार पर यह कहा जा सकता है कि पृष्ठ श्रवस्था वितरण शिखर केवल लघु 
आवृत्तिथों पर ही प्राप्त होती है । उच्चतर आवृत्तियों पर पृष्ठ श्रवस्था वितरण निष्कोण है और कई 
विचरण उच्चिष्ठ प्राप्त नहीं होता है | दाब बढ़ाने पर लघु वोल्टताओं पर उच्चतर आवृत्तियों के लिये 
पृष्ठ भ्रवस्था घनत्व बढ़ जाता है जिसका श्रर्थ होगा कि दाब बढ़ाने पर पृष्ठ अवस्थाएँ भ्रधंचालक फर्मी तल 


'की ओर स्थांतरित होती हैं । 
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गलियम आर्सेनाइड वाले स्पर्शों से अ० धा० का वोल्टता के साथ बहुत कम विचरण यह संकेत 
करता है कि गैलियम आसंनाइड में पृष्ठ अवस्थाएं आवेशित अवस्था में वहीं होतीं । लेकिन इस आधार 
प्र अ० प्र० के वोल्टता के साथ विचरण की व्याख्या कठिन हो जाती है । 
आ० धा० का दाव के साथ परिवतेन केवल पतले अंतर-प्ृष्ठ श्राक्स।इड तह के लिये ही सीमित 
नहीं है । जैसा कि गाडफीव/? ने दिखाया है, मोटी श्राक्साइड तह के लिये भी अ० धा० में दाब के साथ 
परिवर्तन होता है । 
उपसंहार 
उपरोक्त अवलोकन पिछले पत्र) में अ्ल्पसंख्या वाहक जीवत काल पर दाब का प्रभाव से 
सहमति रखते हैं और यह सिद्ध करते हैं कि दाब प्रभाव केवल घातु तथा अ्र्धेचालक के बीच यांत्रिक 
आकाश की मोटाई कम करने में ही नहीं है, बल्कि अंतर पृष्ठ दाबों पर भी दाब का प्रभाव होता है। 
इस प्रकार धारा-वोल्टता लक्षणों में परिवर्तन यांत्रिक आकाश मोटाई तथा अंतर पृष्ठ दोनों के गुणों 
में परिवर्तनों के मिलने से होता है । 
कतज्ञता-ज्ञापन 
उपलब्ध सुविधाओं के उपयोग की अनुमति देने के लिये लेखक निदेशक, रा० भौ० प्र० के प्रति 
कृतज्ञता-ज्ञापन करते हैं। एक लेखक (वि० कु०) परमाण ऊर्जा विभाग, बम्बई के प्रति अनुसंधान 
फेलोशिप प्रदान करने के लिये ग्राभार प्रकट करता है । 
निर्देश 


कुमार, वि०, राम, सी० तथा परशाद, रा०, (प्रकाशनाधीन ) 

कुमार, वि० तथा परशाद, रा०, (प्रकाशनाधीन) 

कुमार, वि०, राम, सी० तथा परशाद, रा०, (प्रकाशनाधीन) 

बेनडेनियल, डी० जे० तथा ड्यूक, सी ० बी०, फिजिकल रिव्यू०, 967, 60(3), 0679-85. 
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पोलेंड, ([972) श्ञाग ! 
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हुकुम चन्द अग्रवाल 
गरिएत विभाग, बुन्देलखण्ड कालेज, भाँसीं 


[| प्राप्त--फरवरी 9, 976 |] 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य श्रीवास्तव द्वारा प्रचारित तथा अ्रध्ययन किये गये लागेर बहुपदों से 
सम्बद्ध बहुपदों के लिये कुछ रोचक फल प्राप्त करना है। 


है. है। ।:।॥ ६  ७।॥ 


(9 फुणशातरांंथेंड एलेब्वॉस्त [0 6 बएटए९ फुर्णेशागांबोी5... 297. पसर्णपाा। (पन्नत0 
खशावजवा, (0९0शगर०। ण श्वााणा9005, उप्रात6] (॥६700 (०6९७, उशश्याअं, 


चक्र 609]66 ०0 पां$ 706 48 40 (&7ए6 ठश्ााल्ा। एाशि०४गगए 76575 007 76 एछ0जागयांधड 
बलभ९त (0 हा ॥82प८०९ ए०जाठाञञांबड )007000 870 #४प0९१ 99 8ए88978. 


4. प्रस्तावना 
हाल ही में कालिट्जा/ का अ्रनुसरण करते हुये श्रीवास्तव) ने लागेर बहुपदों से सम्बन्धित 
'कतिपय बहुपदों को निम्न प्रकार से परिभाषित किया है 
। है 4 हे । (2८) बह क (2) 750, 7:27 
शम्न0 
(.) 


(८४) 


| 
[ 44 0 (22) स्स्ल 9 
'जहाँ इसका स्पष्ट रूप 


(6) 4 |€ (--#४॥)/( -- 
4 00 2, अत २४7, 


52 हुकुम चन्द श्रग्रवाल 


है । सिंह), पराशराश, सिघलः० तथा पाला! ने भी कतिय गुण प्राप्त किये हैं। इस टिप्पणी में" 
हम कुछ अधिक गरों की स्थापना करंगे । 


2. जनक फलन 


दो चरों वाले संगमभी हाइपरज्यामितीय फलन ४9 को निम्न प्रकार से परिभाषित किया 


जाता है 
(8),, रा क्र 
#४( ५3024 00 ४०0 (2॥+ह8 27 |! 
प्रत: हमें 
/2 (6) ( 
(3(7 ०, 4; -+# ०४) -< (50 (८) डे (४) | ), 
प्राप्त होता है । 
पुनः दो चरों वाले संगमी हाइपरज्यामितीय फलन ४3 को निम्न द्वारा! परिभाषित करते हे 
हे कि: (०),»+४(/9),, रा है। हे 
५(६, 3, १9, ज>ं, 9) रे लक (020, 77 #! 
जिससे 
४:(2, [--०, ८; --/ 5 कद! 2-2 
जज कल दी, 4 (ो. (22) 
प्राप्त होगा । 


इस फल की विशिष्ट दशा (8--०८--2, 45-८--] तथा ७ -- 4) [7, ०५०. (2-])] में प्राप्य है । 
(०) रे 

3. दो 4, (०) बहुपदों के योगफल के लिये समाकल निरूपरा 

निम्न पर विचार करें 


(6) (8) (--)7+2 2 4 ([--०--#? -/)2 (--.8-- 8-४) 
4 है 2 हक! शत तय 3 
ए. (3) 4५ (955 ((+ ब्रेक 5 2, | फंण्नफकीनककऋ-+-७) | 


फ '000+कमकक#0१४०( २० क0"॥ गएकाएकताक 


कि 72777--४)! ] ८ (2-7०-+8--॥8--॥-/--७) (--20 (7727): 
(४४7--/)! (४-४)! (#7--%# --/--४)! 
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अ्रब॒ सम्बन्ध05 


ध(७-+०-+।)  ___2//” 


भर 2 ४ 
2 बा मा आप 


नध्ा।डै 


तथा 


4 (॥2): (४) 
4 (/«-+०) 


का उपयोग' करने पर 


| #/-7 (|--.7)7-77 4८/ (००0, »:>0) ु 


27+४ 7"(2-- ०-- 8) 


4 
॥ (2) म। (9) थे /(--०)7(--४) | । हल [प्ताया (] हि /)8+ !१ 2५४7-7४ 67 


3005 27 (]--7) ०05 0 ) 5 


प्राप्त होगा । 
4. समाकल 
इसकी पुष्टि सरलता से की जा सकती है कि 


मर / पु (6) 4 7 ++ 
|, आन 2+ 4, (0 कनना-ल7 ब, (-# ]+० -#-३%; -).. (47) 


“7 (३६ -... 20) - ! -- 
| ०४-7१ (४--2)”7 4... (>) 4४ गत का (7+/+%-१ 


847 ( “7, |-+ ८, [-7/-----%७; [--॥४-- १, > |; (42) 


00 (०) 27--908-2 37१2४ +2)2)2($ --# -- ७ -- २) 
927 लत, ॥ स्‍ँ #१/ +# रद 38] 9 747 कं |३००««»» ७» टन जम नधकन अल नितजल निज नरक जन लत अमर अमर ज लनम अल लजलिल,“33:7/ 7 लक मनन कल जज. लक पक हक दी 
| 6 2 80 50 033 ० 8 / (३ +#--१--॥०) 


44, (--॥, [-+-०, उै--ह]है-- ७, उै-/-शै+-/४; $-/-ैै, “7-२५ -), (६3) 
तथा 


पं 22 4 (9 "774 --777 ») 


न गाय ेडान 700] 00 + 780 
|, आय हम कब एप 4. एके बन कता ऋतिक 


॥7्थु 
पर [ ] 
3 हा “747/2॥ | न ०१५ ] - ००; “7 |/27777] -7772; ४४22 तर न्त (44) 
रे. 
जिन्हें निम्न प्रकार से सार्वीकृत किया जा सकता है 


99 0-7 ५- (८]) (८४,,) 
[ आया श« [कि 0पए)---वीक (७) | 4: (4-5) 
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कं 


- /तकाय)ी- शीतफकऋ,) 


॥ [277 
| (७-४7 र्न---- +-77%)) 


अशन-म. मक-+-०4++ 


(४) [ मे 
2 2 ( [ न ६८5 *० 9 ] न ४ । हु पा 77, १०३७ -7 के || प्र ख्ः खा ना 9, तक “४77, 5 पा पा 9 १5 ०क पक ) श 
ै, 


(72) 


जहाँ ४५४ बहुक हाइपरज्यामितीय फलन है जिसे लारिसेला/) ने परिभषित किया है। ज्ञात फलों 
[3, 9. !77-389] 
| | +3)>क77 फछरै-ग 4४ 49--३(०, 8) | <ट०+8-१ /५) 4८५ 
2९८ (०)-०0, /?८ (8)>0 
तथा 


॥ (१४--४१%०)६०४३- 7 > [._/() ८2 


के सम्प्रयोग से यह देखा जा सकता है कि यदि 
दे [ | 6 (0) (6९!॥) 
2 ०? (--9)?-१ &०७-२ ;/-१ (4५, [0(७४-०)]...4,,, [0५(४-०)]| 45 4? (4*6) 
गाज (/(१८ 8 
9(०, 8) [ै 9 | ४ (८+ |8--2 -+-7॥7 -- --- “72, ) 


ाबं 4 (--77)... ( --#॥,,) 


(72) 
॥ ] 
है 4५ ु [ न 3॥ * *। | हट दः 7६ 9) ध्य् ८] हु ७७ 277 [। ५ 2 4 ७-2 था । माय का 5 है के हाजारका 777 ) | | 206 ५६ 000 20 ) [ 
/ज्‌ गा हि 


सथा 
| | -(८८४“-- 2 7)(६2४8-- 82 3)?-7 | गा [2(4*५%* -+2*9*)] 


+0< 
८) 
4/क शिि(बआ--2फ०)] 0८4७... (47) 


धव ग्रा 7! 
्पि 8 (७ #0(र्न-----१४५) दा 
:(4--7५)...(+#%,)  वंतठ 
(72) | 
2 || रा ८4५ * ००9 ] -५४3 णगाए77, "००१9 “7777, ; [--2४--४7--. .. --/४, ; की *+ «०७ >पू-)- 
5. स्फूट फल 


सिघल०० द्वारा प्राप्त फल 


< ॥#! 77 44 (22) 4 (9) 5 -- ८:7४ ( --2/7)77-/? (] 9/) 4-० 


८ 


240 ( 28 2८20 0 अमन अप कक 
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निम्नांकित प्रकार से सार्वीकृत किया जा सकता है: 


00 (०) (3) ( 
॥ (77 -+-77):* /77 4 हा ४, (30 ->ग ८१४६ (| -- ६6): ( -. ७/)-7३-५ 


॥फ्क 


ए' 
9 0) [[+०; --(8; हार 


'तम्सातपक्/ ४ 9 


जो उक्त रूप में समानीत हो जाता है यदि #४5-0. 
(5-) की उपपत्ति 
निम्नलिखित समीकरण पर विचार करें 


०० (७)... (2) पे -./60 (270"0]+ 8)/(7 -|-/5)! (--४/)* 
हिट] (१77 [ * 7)//7 १ (४) हा गा ()) मी 2 । ! पा | | पक ( 


/॥3 0 १ ५ (त () ७ ॥777 न का है ० 


(५) 
/,,+ 8४%; (2०) द 


अब सम्बन्ध [[, ०८७. (-8)] 


हे /१ है न्‍ (्‌ ) हे गे ( (0, ) ह 
“० । ब (4 (// |-४ (४) स्त्ट४ ( 2 डे ८ ॥ (3 (| १), 
॥87 . 0 


का उपयोग करने पर उपयक्त व्यंजक का बाम पक्ष 


हि ०० (--2४/)" हे ] ) 
म्य्ः 377/ | ..].. है >43- (0 ७४0४४ 27 हा हि ४] ६ 7]. ०४० (+-॥४--॥८, १; चाय) 
27 [ -)- /9) 722 (2, (4 --/9) ४0 (--#7--/९, [--० आपउऊ 


हो जावेगा जिससे समीकरण (5-]) प्राप्त होगा क्योंकि [5, 9. 267) 


० (2) 2 /7, (५ २०% ३ 2 ै, ८५१, बीज. ० ॥; आह ८ 


2-2 444 करा । / ( ०-५ था नि कमचरक । 
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जिससे सामान्य फल प्राप्त होता है । 
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ऐजाडिराक्टा इन्डिका ए० जुस की पत्तियों का क्रमिक 
विकास और दिग्विन्यास 
नीलिमा हरजाल 
पादप शारीर प्रयोगशाला, वनस्पति विज्ञान विभाग, दिल्‍ली विश्वविद्यालय 
[प्राप्त--जुलाई 9, 976 | 
सारांश 


संवहनी तंत्र के विभिन्न ऊतकों में कोशिका विभाजन और कोशिका प्रसार पर विशेष महत्व देते 
हुए ऐजाडिराक्टा इन्डिका में पत्ती के विकास का अध्ययन किया गया है। अ्रधःरंत्रीय बाह्यत्वचा में 
ऐसोमोसिटिक रंध्र और बहमजी कोशिकाएँ होती हैं। एक शिरा वाला विन्यास द्वितीयकों ततीयकों 
चतुष्कों और मध्यकों का बना होता है| गतंरोम श्राकार में भिन्न भिन्न होते हैं शौर शिराप्मंतों की संख्या 
पत्ती की वद्धि के साथ साथ बढ़ती जाती है । शिरा श्रंत, शिराग्र और गर्त रोम आकार का आपस में 
कोई भी सहसंबंध नहीं होता है । 


+स्‍$7574 ८ 


5७तांए5 णा ग6 इटपृएथागंनोी 062००्ाआलशा ० पा6€ ॥९4४९४ ० 42407940०१७७ 009 4. ४8५. 
279 यान प्रशरकों, 30479 ॥0004077677, 72007 (एगराएशशप. 
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गोइथे ने पत्ती को पौधे का एक आवश्यक भाग मानकर उसके विकास की क्रमिक अवस्थाओं का 
अध्ययन किया । श्राकृतिक रूप से पत्ती प्ररोह के अग्न से पाश्वे वृद्धि के रूप में निकलती है और शारीर की 


दष्टि से इसमें सारे ऊतक, जैसे बाह्यत्वचा, वल्कुट और रोम श्रादि समी पाये जाते हैं । 
65.7 8 


58 


नीलिमा हरजाल 





चित्र 2 


ऐजाडिराक्टा इन्डिका की पत्तियों की अधःत्ववीय बाह यत्वचा के भाग जिसमें एनोमोसिटिक: 
संरंक्ष प्रदर्शित हैं ८380 


पत्तियों का विकास एत्र दिग्विन्यास 59 
प्रयोगात्मक 


पत्तियों के नमूने जमीन की सतह से 8-0 फुट ऊँचाई से इकटठे कर लिये गये। इनको चालू 
बे के तने की प्रथम, द्वितीय, तृतीय और चतुर्थे पव॑ंसंधियों से लिया गया । दो सबसे छोटी पत्तियों पर 
धागा बाँवकर प्रत्येक दिन एक निश्चित समय पर उनको नापा गया और यह क्रिया उनकी अधिकतम 
वृद्धि तक दोहराई गयी । 


सबसे छोटी से लेकर सबसे बड़ी तक पत्तियों को फार्मलीन-ऐसीटिक अम्ल ऐल्कोहल (77.5.) 
में रख लिया गया । फिर इनको सोडियम हाइड्राक्साइड, क्लोरल हाइड्रेट और हाइड्रोजन पराक्साइड, 
(75% क्लोरल हाइड्रेट, 50% क्लोरल हाइड्रेट, 25% क्लोरल हाइड्रेट) से बनी सफाई श्रेणी से गुजारा 
गया जिसके पश्चात्‌ पत्तियां बिल्कुल पारदर्शक हो जाती हैं। तत्पश्चात्‌ इनको परम ऐल्कोहल ओर 
जाइलॉल में घ॒ले सेफरेनीन में रंग लिया गया । बाह्य त्वचा के अध्ययन के लिये पत्तियों की निचली सतह 
की पत्तों को डेलाफील्ड हीमोटक्सिलीन में रंग कर भ्रारोपण कर लिया गया। गत॑रोमों का क्षेत्र और 
शिराग्र तथा शिराप्न॑ंतों की संख्या को विभिन्न आकार की पत्तियों में नापा गया । गतंरोमों को 'भोक्यूलर 
.भ्रिड' द्वारा नापा गया । 


परिणाम तथा विवंचना 


अ.पत्ती की आकृति-- ऐजाडिराक्टा इस्डिका (नीम) की पत्तियाँ आकार में मालाकार होती हैं तथा 
इनके क्रिनारे दातेदार होते हैं । ये शुष्कोदर्भिद होती हैं। जब सारी पत्तियाँ क्रमिक रूप से लगी हों तो 
ये एक गुंबी हुई श्रेणी का निर्माण करती हैं। पर्ण क्षेत्र 900 से 892 मि मी०” तक होता है । पत्ती के 
विकास के साथ साथ उसके रंग में भी क्रमिक परिवर्तेन आता जाता है क्‍योंकि ये हरे गुलाबी रंग से 
बदलकर गाढ़े हरे रंग की हो जाती हैं। पत्ती की वृद्धि दर समय के अनुपात में चित्र । से दिखायी 
गयी है । 


ब.पत्तोी का शरीर : . बाह यत्वचा : अधःत्वचा में रंत्र होंते हैं । ये | एनोमोसिटिक होते हैं। बाहय- 
त्वचीय कोशिकाएँ बहुभुजी और सघन होती हैं (चित्र 2) । पत्ती के प्रसार के साथ साथ रंघ्र प्रति इकाई 
क्षेत्र में संहघा और आकार में बढ़ते जाते हैं। बाह यत्वचीय कोशिकाएं तेजी से विभाजित होती हैं जिसके 
'फलस्वरूप प्रौढ़ पत्तियों में प्रति इकाई क्षेत्र इनकी संख्या तो बढ़ जाती है परच्तु आकार छोटा होता 
जाता है (सारणी ) । 


2. शिराविन्यास : परिपक्व पत्ती के शिराविन्यास तंत्र को दो भागों में विभाजित किया जा सकता 
है : मुख्य भाग (जो कि शिरा तंत्र के ढाँचे का निर्माण करता है) तथा लघु भाग (जों अधिक नाजुक 
शिराभ्रों का बना होता है) । एक' शिरा वाली पत्तियों में एक नाड़ी होती है जो कि फलक के आघार से 
श्रन्दर घुसकर मध्य शिरा का निर्माण करती है (चित्र 3)। कुछ दूर अविभाजित चलने के पश्चात्‌ 
मध्य सिरा के दोनों श्रोर बहुत सारी शिराएँ निकालती हैं । द्वितीयक 40” के कोश पर निकलकर पुनः 
विभाजित हो जाती हैं श्रौर इस प्रकार द्वितीयक, तृतीयक भौर चतुष्क, आपस में एक जाल बनाती हैं। 
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चित्र 4 


ऐजाडिराक्टा इन्डिका की साफ की गयी पत्तियों के भाग जिसमें 


गतेरोमों की 
गयी है ८380 तरोमों की वृद्धि दिखायी 


पत्तियों का विकास एवं दिग्विन्यास 63: 


यहाँ पर हम मुख्य रूप से छोटी शिराओं पर ध्यान केन्द्रित करेंगे क्योंकि ये ही पत्ती के ऊतकों 
में सीधे संवहन करती हैं। ये शिराएंँ पत्ती में चारों ओर जटिल रीति से फंली रहती हैं। गतेरोमों में 
अनेक एक या कई शिराएं होती हैं। शिरागअंतों के विकास की अवस्थाएँ काफी रोचक हैं। विकास के 
प्रथम चरण में पत्ती में शिराएं बहुत कम शिराप्रंतों वाला जाल बनाती हैं परन्तु कोशिका वृद्धि के कारण 
पत्ती के बढ़ने के साथ साथ शिरातंत्र भी बढ़ता जाता है (चित्र 4) । शिराभ्रंत गतेरोमों को बनाने वाले' 
धागों से पैदा होते हैं । एक प्रौढ़ पत्ती में शिराप्रंतों की संख्या प्रति गतंरोम 3.2 से 4.8 तक होती है। 
शिराश्नंतों की संख्या उत्त समय सबसे श्रधिक होती है जब पत्तों में कोशिका वृद्धि दिखाई पड़ती है। 
शिराप्रों की अधिकतम संख्या प्रति गतरोम 35 होती है जो एक अकेली शिरागंत से निकलती है । 


इस प्रकार यह सिद्ध होता है कि 


. पत्ती के आकार के साथ साथ गतंरोमों का आकार भी बढ़ता जाता है परन्तु पालीवाल 
आदि 7 के ग्रनुसार क्रेटिवा नूखाला में यह सम रहता है । 

2. पत्तियों में वृद्धि बाहयत्वचा की कोशिकाश्रों की बृद्धि के कारण होती है जबकि फाइकस 
रिलीजिओसा में यह कोशिका वृद्धि के कारण होती है (7 


निदश 


. पालीवाल, जी० एस०, साजवान, वी० एस० तथा पालीवाल, नीलिमा, एकक्‍्टा बोट० इन्डिका, 
975, 2, 99-02. 


2. साजवान, वी० एस०, पालीवाल, नीलिमा तथा पालीवाल, जी० एस०, एना० आफ बोटनी (प्रेस में) 
976 
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रुसेक्स वेसीकेरियस लिन, में उपस्थित ऐमीनो अम्ल 


के० पी० तिवारी तथा वाई० के० सिह राठौर 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[प्राप्त--अक्टूबर 8, 976 | 
सारांश 


रुमेक्‍्स वेसीकेरियस के प्रोटीन से संघटक ऐमीनो अम्ल सिस्टीन, ग्लूटामिक एसिड, प्रोलीन, फेनिल 
'एलानिन तथा हिस्टीडीन प्राप्त किए गए । 
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रुमेक्स वेसीकेरियस लिन' 2,» (हिन्दी-चुका, प्राकृतिक गण-पॉलीगोनिएसी) नामक पौधा पश्चिमी 
पंजाब में लवशीय स्थानों पर तथा ट्रांसइन्डस पहाड़ियों पर बहुतायत से उगता हैं। इस पौधे को 
भारत में कई स्थानों पर उग्राया भी जाता है। पौधे की औषधीय एवं पोषण क्षमता को दृष्टि में रखते 


हुए रासायनिक परीक्षण हेतु चुना गया। प्रस्तुत शोध पत्र में पौथे में उपस्थित ऐमीनो श्रम्लों का वर्णन 
“किया गया है । 


प्रयोगात्मक तथा परिणाम 


वायु में सुखाए गये पौधों को कूट कर बारीक चूर्ण बनाया । पौधे में उपस्थित वसीय पदार्थों 
को पेट्रोलियम ईथर (क्वथनांक 60-80?) के साथ सॉक्सलेट उपकरण में निष्कर्षित किया। वसारहिंत 
पौधे के चूर्ण (500 ग्रा०) को फिर एक लीटर गम जल के साथ मिलाया गया और भलीमाँति हिलाकर 
इसे छान लिया । अवशेष चूर्ण (सं० ) को 0.2 प्रतिशत सोडियम हाइड्राक्साइड के विलयन (800 मि० 
ली०) के साथ 3 घंटे तक हिलाकर छान लिया | अवशेष चूर्ण (सं० 2) से सोडियम हाइड्राक्साइड मुक्त 


करने के लिए उसे पानी से मली भाँति धोया और फिर उसे 90 प्रतिशत एथिल ऐल्कोहल के साथ <4 
4? 9 
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घंटे तक प्रतिस्यन्दित करके छान लिया। श्रवशेष चूर्ण (सं० 3) में नाइट्रोजज की उपस्थिति का कोई 


परीक्षण नहीं मिला जिससे यहु ज्ञात हुआ कि पौधे में अब कोई प्रोटीन शष नहीं था । इस प्रकार पौधे 
का सम्पूर्ण प्रोटन तीनों निष्कर्षों (जल निष्कर्ष, 0.2%;सोडियम हाइड्राक्साइड निष्कपं, श्रीर एथिल 
ऐल्कोहल निष्कर्ष) में आ गया । 


अब प्रत्येक निष्कर्ष ([00 मि०्ली०) को अलग अलग 6ाए हाइड्रोक्लोरिक गश्रम्ल (25 मि०ली०) 

के साथ 46 घण्टे तक जल ऊष्मक पर प्रतिस्यन्दित किया गया । प्रत्येक विश्लेषित भाग को पोसेलीन 
प्याली में अलग-अलग लिया गया एवं हाइड्रोक्लोरिक अम्ल को जल-ऊष्मक पर आसवन रोीतिद्वारा 
बिमुक्त किया गया । वाष्पन को समय-समय पर आसवित जल मिलाकर तब तक वाष्पित किया जब 
तक कि उठने वाली वाष्प अमोनिया से भीगी हुई छड़ के साथ सफेद वाष्प न दे। प्रत्येक विश्लेषित 
भाग को परिशुद्ध ऐल्कोहल से निष्कषित किया और इस प्रकार प्राप्त तीनों ऐल्कोहली निष्कर्षों को 
एक बीकर में मिला लिया गया । इस मिश्रित निष्कर्ष में उपस्थित ऐमीनो अम्लों को अवरोहरण वर्ण 
पत्र-लेखन विधि द्वारा पहचाना गया । वर्ण लेखन में ब्यूटनॉल, ऐसीटिक अम्ल, जल (4: : : श्रायतना- 
नुसार) की निचली सतह को विलायक के रूप में प्रयुक्त किया गया (विलायक के मिश्रण को 24 घण्टे 
तक साथ रखा गया था) | वर्णचित्र को वायु में 24 घण्टे तक सुखाया और इस पर 0.]% निनहाइडप्िन 
के ऐसीटोन में बचे विलयन से छिड़काव किया गया । अ्रब इसे विद्युत ऊष्मक में 5-]0 मिनट तक सुखाया 
गया । विभिन्न ऐमीनो अम्ल घब्बे के रूप में वर्णचित्र पर प्रकट हो गये । प्रामाणिक ऐमीनो भ्रम्लों के 
“0 मानों को सहायता प्रोटीन के विश्लेषण से धब्बे के रूप में उत्पन्न प्रोटीन के विश्लेषित ऐमीनो 
अम्लों को पहचाना गया | प्राप्त ऐमीनो अम्लों को नीचे सारणी । में प्रदर्शित किया गया है । 


सारणी ॥ 


रुमेक्‍्स वेंसीकेरियस से प्राप्त प्रोटीन के संघटक ऐमीनो अम्ल 


ऐमोीनो असल ऐए सान (30? से० पर) 
. सिस्टीन 0.20 
2. ग्लूटामिक अम्ल 0.33 
3. प्रोलीन 0.55 
4.  फेनिल एलानिन 0.72 
5. हिस्टीडीन 0.6 
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'द्रवों की क्षिस्टलाभासी संरचना के आधार पर क्रिप्टान द्रव का डेबाई ताप 


रास कृष्ण सिश्र 
भौतिक विज्ञान विभाग, पी० वी० डिग्री कालेज, प्रतापगढ़ 


[ प्राप्त--मई ], 976 | 
सारांश 


द्रवों की क्रिस्टलाभासी संरचना के आधार पर क्रिप्टान द्रव का डेवबाई ताप विभिन्न तापों एवं 
दाबों पर निकाला गया है । पूर्व विधि में सुधार किया गया है जिसमें 69 निकालने के लिए केवल ०, 34७ 
9 “ तथा € की आवश्यकता है । 00 का मान ताप बढ़ाने से घटता तथा दाब बढ़ाने से बढ़ता है। 
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द्रथों की संरचना क्रिस्टलामासी कही जा सकती है क्योंकि इनमें स्थानीय क्रमिक विन्यास कुछ 
कुछ क्रिस्टल जैसा पाया जाता है । द्ववों में परमाण्वीय गति का अ्ध्ययत इनकी रचना को समभकने के लिये 
बहुत उपयोगी सिद्ध हुआ है । दुर्भाग्यवश द्रवों में परमाण्वीय गति के अध्ययन की कोई सफल विधि अब 
तक प्राप्त नहीं है । हाल ही में न्यूट्रान प्रकीणेंत की विधि का, जिससे ठोस के अन्दर परमाण्वीय गति 
का भ्रध्ययन किया जाता है, द्रवों में भी उपयोग किया गया है । न्यूट्रान के श्रधंप्रत्यास्थ श्रौर अप्रत्यास्थ 
दोनों ही प्रकार के प्रकीर्णन द्रव की क्रिस्टलाभासी रचना की पुष्टि करते हैं। प्रब॒ तक कई सैद्धान्तिक और 
प्रायोगिक तश्य?-० मिल चुके हैं जो कि द्रवों की क्रिस्टलामासी संरचना को पृष्टि करते हैं। क्रिस्टलाभासी 
संरचना मानकर जोशी? तथा अन्य लोगों ने(7" जल के डबाई ताप की गणना एक निश्चित ताप पर 
की जो कि सिगवी/! इत्यादि द्वारा दिए गए ताप से मिलता-जुलता है | हाल हो में कार आदि ने? ४] 
“जल, मेथेनाल, एथेनाल, कार्बन टेट्राक्लोराइड तथा टॉल्वीन का डेबाई ताप विभिन्न तापों एवं दाबों पर 
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निकाला है। प्रस्तुत प्रपत्र में द्रवीय क्रिप्टान के लिए डेबाई ताप की गणना विभिन्न तापों एवं दाबों पर की 
गई है। पूर्व विधि में डेबाई ताप निकालने के लिए गणना में पराश्रव्यिकी अवशोषण श्ऑँकड़ों का उपयोग 
किया गया । वर्तमान विधि में हमने पराश्रव्यिकी अवशोषरा श्राँकड़ों का उपयोग नहों किया है वरन 


एक अन्य विधि का उपयोग किया है । 


गराना विधि 


डेबाई ताप 6७ की गणना के लिए निम्नलिखित समीकरण का उपयोग किया जाता है: 


० (की 0)/ तर्/ व). (0) 
का के तक शत 5) +ितक) (2) 


जहाँ ८ तथा ८ क्रमशः श्रनुप्रस्थ एवं अनुदेध्य॑ तरंग वेग, ० प्वाँसा प्रनुपात, » घनत्व तथा ॥8,, समतापीय 
संपीड्यता हैं । /४, # भौर £ क्रमश: आवोगाड़ो संख्या, प्लांक' स्थिरांक, बोल्ट्जमान स्थिरांक हैं । ० का 
मान निम्नलिखित व्यंजक द्वारा व्यक्त किया जाता है 
५-3“ -2 
> हवन) (3) 


जहाँ 4 का मान निम्त ब्यंजक एश द्वारा व्यक्त किया जाता हैः 


5 कक (० ७) हो (4) 
9: «.. पकक >7 कट पद द 

गर 4(०8७ ) 

758. : ० कक ह ५ 


सभी संकेत अ्रपने प्रचलित अर्थो?”! में लिए हैं । पूर्व उल्लेखों में 68, का मान समीकरण (2), (3) 
एवं (4) की सहायता से निकाला गया है । इसके लिए ५७ », ०(/ तथा ८ के प्रायोगिक आंकड़ों की 
आ्रावश्यकता पड़ती है | निम्न समीकरण के प्रयोग से 





4 
73नत्ठु १७69 (6) 
न्‍ि4० #तत न ७0%, ० (22) 7) 
899 9 १५/ ( 
7)+ 


१ नस लक ह.। १ 7203 (9) 


संरचना के आधार पर क्रिप्टान द्रव का डेबाई ताप क्‍ 69 


तथा 


[ 


कं जे 45 0 0 “/24 ११ ( 40 2! 


समीकरण (4) को इस प्रकार! लिखा जा सकता है 


द (4 ४8 है 
यहाँ पर का नि 
४ हे 


समीकरण (), (2), (3) एवं () की सहायता से हम ०७ का मान सरलतापूर्वक निकाल सकते 
हैं। इसमें हमको केवल », ० एवं 8; का मान ज्ञात होना चाहिए जिसके लिए केवल घ्वनिवेग तथा घनत्व 
के प्रायोगिक आंकड़ों की श्रावश्यकता है । 


द्रवीय क्रिप्टान के लिए प्रस्तुत प्रपत्र में हमने 60 की गणना की है । इसके लिए प्रायोगिक आंकड़े 
स्ट्रीट के शोध लेख से लिए गए हैं। गणना के फल तथा अन्य मान सारशी- में दिए गए हैं । 
457, 50%, [700 तथा 90? & ताप पर एवं [0 वायु० से 300 वायु० दाब में बीच समतापीय 
संपीड्यता का मान क्रिप्टान के लिए दिया गया है । इतकी गणना हमने स्ट्रीट के प्रायोगिक मानों से की 
है । » के मान से समीकरण (]]) की सहायता से का मान निकाला गया है जिसे सारणौ-! में प्रस्तुत 
किया है। ४ का मान दाब बढ़ाने से बढ़ता हैं । 4 के मान द्वारा समीकरणा (3) से ० की गणना की गई । 
समीकरण (2) तथा (]) का प्रयोग करके एवं 6 की सहायता से डेबाई ताप ०५ का मान निकाला गया जो 
कि दिए गए ताप एवं दाब पर सारणी-। में प्रस्तुत किया गया है । द्रवीय क्रिप्टान के लिये 6,, का माच 
दाब बढ़ाने से बढ़ता है जेसा कि सारणी-! से विदित है, ताप बढ़ाने से 6,, का मान घटने लगता है। इस 
प्रकार हम देखते हैं कि द्रवीय क्रिप्टान को क्रिस्टलाभासी मान कर डेवाई ताप की गणाना की जा सकती 
है जिसका उचित मान प्राप्त होता है। अतः हम यह मान सकते हैं कि संरचना में द्रव ठोसों से मिलते- 
जुलते हैं तथा इनके लिए भी एक विशिष्ट उेबाई ताप होने की संभावना है जो ताप एवं दाव से परिवर्तित 
होता है। इस विषय पर पूर्ण ज्ञान प्राप्त करने तथा द्रवों को क्रिस्टलामासी मानने के लिए डंबाई ताप 
एवं संबंधित फलनों पर विस्तृत अध्ययन की आवश्यकता है । 
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सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्त का उद्देश्य दो चरों के 2-फलन वाले एक समाकल का मान निकालना है । 
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4. भूमिका 


हमें निम्नांकित समाकल का मान ज्ञात करना है जिसमें दो चरों वाला “7-फलन निहित है । 


0.0 89 (8५ ५ 9 8५) ४ (4, 9 2.) 9 (7, 47) 


0, 0 : (४0, 77): (772, 72)  ६॥/5 
2, 4 4 [५ ४]; [#, ?] 





0, 0 : (४7॥, ॥7) हे (7772 79 /27) ४ 4/ 
2१ ७67 4; [7७ 57]. [7, £/] 


(ध ८४; ४%५ ०५०: (०९. ५:.); (४६५; | तय, 
(0; 409५ 30५०) * (4; 22 ,); (॥76६ हा, 





गे र7ि 0 


44 जें० पी० सिहल तथा एस० एस० भाटी 


द728-२/० 0, ०६४ धाउक॥ातव, रघतेव2: (772477276, 2277372 >(ध४।? 
न 987 स्‍/ ०३ 





420... कक, बवकी : हक, सक४; हक /, 7४7] 


(0/; 24%, 44“), (६: ञ 6 875 ० $१) मं (४५, मं 7, ), (2 (ा #/)5 (९५५ / 9 ४), , ») ट 
(५५: मकर), (0497 ही 4५ 847 + (0%,: 0.0.) (4८५; 25.) (90.५ 55 ६2,)5 825 


(€#॥५: ९५, ), (८ [./; 44 ॥.,), (€ 72१ /5 4092 । (] ) ५ 
(५०:४२ 5 5,82)5 (५ 00६ (००,४३१ [५ 393 !) 


जहाँ (०५; 40) अनुक्रम (०,, 4,), (५, 4५), --. (०५७, 4#) के लिये, 
(६/५ $ 4४%, ०५) अनुक्रम (८; ; “49 ०५)५ (4५; “99 ५3); ००5 (६५ 5 ८ 05 ०७) के लिये 


तथा (४2 9 2, ५ ४) (;४]+75 2, +3) 9 35278 (९४, ४) के लिये 
प्‌ #& ५. शै 8 सर अं न है 85 »० ह# ...ह.8ह8ु 
और हा लक 4, ५. ; डर अत मा सास 3 ०; /55३. 2 «००५ [2० 
बा मा 2 मम आग मल ली की 
५ व नए 45 0 आर 9 29) बंटी “3 बह 
40 2 --> ८0; 2-८ ८५, -5, 2, ..., /: 
रि रि 
न ता  । मी 4 8 7 ह 
॥०ा+ 7] 28 95 2//5 2, ७ 5: (.2) . 
3 व आज 
५०0 इक: 4 400 अहम (9/ 774, ४, *«*७ ० 
मा हि, 
का है ाः 335 8 कम १ है | 9 ७+१९०) «७ 
यह फल निम्नांकित प्रतिबन्ध समृच्चय के लिये बंध है 


/4५ 2 6 
“4+ट ८/< <#-- 
व च्. 


च 


$ 
रद 4); 


| 


2 [९ 6 ! 
“& बानी आाड » गिना»& 4 
ली गत्य चाय उंच्) 


2 ध्‌ दर 3 0 ८ 7 
ए>-- पक हद आज 8,-+- < 40/- ३ 42/+- “(न «८ (7०0 ' 


/ काथ चने स्‍्काुक बल चक्र] 


दो चरों वाले सार्वीक्ृृत #-फलन' के समाकल 75 


प्र 4 
पीडडज ला मि+ <2#- <2 /(/+ < 5&- < 52/>0 


है ॥ बन हम या वूनीर न ्यठु न 4 
| गाए 4 कि एक 


| भ४ 8 | <> टिंए 


«& अीएनी «४ ८< < 2,/-- < ०2 


है दा ॥ हज । च्त. 
!' 

2 ढहन 2 आह 87+ 2 7" 
गरंस्णो, है 


| ही । 
 उनल 2 अल 20 की बे | 20 ० 27 टन हक 3 हो) 


ही ॥ का 7 व्ावि+ी..... है किक ५ च्था/३+). 


!ा 47 ॥४/8 (/ 


मा कक 8 7) नी, आप 2 ४ />0 
गज हक है प्यी: 2 र्न-नं कर्म ७777 2-+-7. 


| था» | <5 एक 


| धा९ 9 |< > ट्रक 








तथा 
(2 (८2 जा ] ) ं; | 7 । | 
' ५3 ८ स्‍ 
छः |; ; 42] | है| हे 4 
[<&:€ 04 | €€ ७७, 
] €. मात <7 < 4 
2 ८६-] 7; हक 
हक 7२८ 
“८9 हग | जब | का | 
[६ ४ ४ (&: हू फआा ४ 
[5 «का | <.&€४५ 


(।:) के समाकल्‍्य में निहित दो चरों वाले #-फलन' को द्विगुण मेलिन-बार्नीज कंदूर समाकल[» 
के द्वारा व्यक्त किया जाता है । 
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2.  (-) की उपर्पत्ति 


(।') की उपपत्ति के लिये निम्तांकित समाकल का प्रयोग किया जा रहा है 
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७9 2 


मै] / / ;॑ / 
४2 (४7, ता 25 4/); (ध /#“2 * (८ 0 /77 ८७४, जय है ८५3) (८ ,» 723 


/ | | 
(8 है ४) ८५(/॥, ह न हि 5 | 8५) * (धं ॥॥/१)> (५ (४, डक: (धं 724 > 8)5 
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१६ न्‍ ग ४ //॥ शै है 
छ, कक ञीः ८075 न्‍ (८ हे ८६ (7, लत ट ९५५)+ (९ 892 [:) णछ, 2 ८2) /;) 


गे श ह] 
पक, पक: ३) (7 /,) 2५ (77, जग जकिको 6३ १829? (०). ०(४, हम हा 2 !) 
(3:) 
प्राप्त होता है जहाँ [7 + 88 + #7 + 0५) -- हु (/+-/८--७-+-/))(। -- #) 
# /; । ॥4 
#ज>-5< ८+ 2 ८;+ < धं;- . ध]-- 2 6 
क्च् च्य कच्य लव | कचा जच्च 
मै 
ने ४ (४-/-०४-१+ (-#-# -१+ठू (+४++#-१) 
<ए-- ८7% (77४+/?-4)? 
7... 777 6///7-4)/ 
तथा 4(, 4) के द्वारा 
६. ध--। धन-न-#- 


न्‍ गण | बबॉड़ जिन के 


47 77 म्् 


हक की लि पक 8 औप । 
/6/ /7 


(४१५ ७) से (४, ५4), (४, +2)3 ४००५५ (४,,). 
प्राचलों के समुच्चय का द्योतन होता है । 
समाकल (3-]) निम्नांकित प्रतिबन्ध समुच्चयों के अन्तंगत वैध है । 


2(0: +77:) >> 9-+ 4-- #/+ & 
2(73 +- 79)>०27--4-+-/:--7 


है 


] 


#.. ४ 
का 
है / 


[| धा2 ८ | <[ख्ष+7४- -2 ब्् 


2 
। 
| क्षाए 8 | <[म9- 2५ न ठ 5) 
2(07--%#74)>०2/“-- 4 --/-- ४/ 
2४५ -+7४ 9) ०7-4५ +/८-- 


बड़ वफल-ह “5 --8)* 


दो चरों वाले सार्वीकृत -फलन के समाकल 
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। हि हैँ ५ रो / 
| धाह 9» | < | 2777 ३-- ठ 9 हा कद >] प्रा 
“९४ (४८; -+-०;) कर (० (८; -- ४6) 
8 2 / है [< 77%“, 
[<&. 5: 077 [<& का 
४ ली 
“९८ (४८ --7१) < 7+ (४ (४; +7;) 
| €€४/, [ €€#/ ५ 
<: 7५ (<€. &€॥/ 
समाकल (3-) को सम्बन्ध [2, 9, 25] 
हिल | पर 
६ 254 दे ही क्‍ 
0, 4 | > ; न्याय , ((20/2)% _ ,, /(27/*) (32) 
0, की, 9 >(:0 
के साथ मिलाने पर उपयुक्त प्रतिबन्धों के अन्तर्गत 

९४) ७0 ] प्र क्र ॥॒ 7 

| | 2777 ॥/4- 45 ॥(४/)7४ ५, 0(४)%,, ८(०)7४ _, ८४(०) 
0, 0 : सा ४7) ; कप 9800 005% (67 0) % (6 %)5/६7) आओ, 
87, 2 : एक; ६ ह].._ [77% | (99) : (४/",)); (//) 
॥॒ डे ड 2/0)757 
0, 0 : (777+4/॥*) « (2 2+-47, 7292) ५ 
गम न्‍्न्ट ; 20 (गे १ 
सन(टिग्)727(20)77 26०२ 227, (्‌* : [#/+ 28, 5/+48] - [६/+90, (/+4/॥7] 
थे /(20)7% 
(4) : (८८,), 7४, [---4+ »); 

/ ; ] ] ेु 
(8 ५,)) : (4“,..), ७ (४, /नठ)- & (४, »+), /५ (४ कब 5० 8), (४,73- 5०3 
(८(५/), ७(४, [--2+ )) 

; ] (3-3) 
8 (४, बे+ठ) 009 )े+-), ४ (# मेन ठु +॑ ४) 0 00) 


में सरल हो जावेगा । 


(33) इसके पूर्व वर्मा) द्वारा प्राप्त फल के संगत है । 
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कुछ >हाइड्राक्सीं अम्लों के साथ ०#धगा) तथा 7४(प)संकुलों का 
वर्णरासायनिक अध्ययन 


पी० बी० चक्रवर्तो 
रसायन प्रयोगशाला, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 
तथा 
एच० एन० शर्मा 
प्राचायं, माधव विज्ञान विद्यालय, भोपाल 


[ प्राप्त--सितम्बर 23, 976 ] 
सारांश 


क्रोमियम () के ग्लायकोलिक, लैक्टिक एवं मेंडलिक अम्लों के साथ संकुलों के लिये परिकलित 
'वर्णरासायनिक स्थिरांक, & तथा /£, इन संकुलों के स्थाथित्व का क्रम लीगैंड की क्षारक-सामर्थ्य के क्रम 
में निरूपित करते हैं । क्रोमियम (॥]) संकुलों को अपेक्षा टाइटेनियम' ([7) संकुलों का अधिक स्थायित्व 
क्रिस्टल फील्ड सिद्धांत की प्रागुक्तियों के विपरीत पाया गया, जिसका कारण 'जान-टेलर विरूपण 
'बतलाया गया है । 


3059९ 


59९०ा-०थाशथाांट्यों #00ए ० ०णाएं०5९5 ० (एए (त) कात प7 (ता) ज्ञात कएत0०5 बटंहड. 
ए 7. 8. एागतबएकाएं 200 लि. ४. शाक्षात8, एआलायंटक नबएणाणा65, गान शंह्फक्या 
४/2]8५70५99]899, 8]0]09ऑ 


(॥०५०॥९०१ 896०७0०८ाल्णांटश ०णा४ईक्ा।5, /५ 32706 8 ० ०0०776०565 णए 8ए९0०0०, 807० 
बात 7स्‍8754०[ए ब०१ शांत (7), ब१गव फ& 0060 णी शब्णएए णी 6868 ०07796565 /009 |0 
(76 07667 06 9856 228[0809 ० ॥29॥09. । 


क्रोमियमः की इलेक्ट्रॉनिक संरचना (४)(305) है 0)। इसकी सबसे विशिष्ट उपचयन अवस्था 
८:0ा7) है , जिसमें परमाण्वीय श्राद्य-अवस्था 47 तथा अ्रष्टफलकीय फील्ड में आद्य अवस्था 4&,६ होती 
है । लीगैंड फील्ड सिद्धांत के भ्रनुसार 48,, श्राद्यपद (570०णा० प्र७7०) से तीन उत्तेजित चतुष्क-पंद 
(क्वार्टेट-टर्म ) प्राप्त होते हैं : 
श? 
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48५८ (7) -> 4,, (7) « 7,000 ठग! 
. 46५8 (7) -> 47॥8 (7) «४ 24,000 ठग! 

तथा द 48, (7) -> 478 (70 < 37,000 ठग! 

निम्नतर दो स्तरों, 44, (7) तथा 47, ,, में ऊर्जा का पार्थक्य 0/)4 माना जाता है। फ्रेंकेल- 
स्टेन तथा वानप्लेक १ ने ८४ विन्यास की विवेचना करते हुए बताया कि यदि 7)94 का मान 820 6गयं 
लिया जाये तो निम्नतम द्विक-अवस्था प्रेक्षित स्थान पर प्राप्त होती है। श्रोर्गल * ने (८) संकुलों 
के, 4४ विन्यास के अंतर्गत चतुष्क-चतुष्क संक्रमण के लिये दो प्रबलतम तरंग-दैध्य॑ अवशोषण बैडों के 
मान 47200 गा तथा 2570050- बताये जबकि प्रयोगों से प्राप्त मान 7,20057- तथा 
2>,600०77 थे ४! । अ्रतः ल्‍)4 का मात 720०77 मानने पर एकल (सिग्लेट) तथा त्रिक (ट्रिपलेट) 
दोनों अ्रवस्थाएं इससे मेल खाती हैं । 

क्रिस्टल फील्ड सिद्धांत के अनुसार (ता) [धभु तथा प्तता)[८7] संकुलों के स्थायित्व का क्रम 
ता) > पता) होता चाहिए, कितु प्राप्त क्रम (पता) तात) है। प्रस्तुत शोध पत्र में 
स्थायित्व के इस विपरीत क्रम की व्याख्या 'जान-टेलर विरूपण' के श्राधार पर कौ गयी है । 


विधेचना 


(०(पा) के 5.0 पी-एच पर, प्रस्तुत श्रनुसंघान में प्रयुक्त लीगैंडों के साथ बने :3 संकुलों के वर्णे- 
रासायतिक-गुरा सारणी 4 में दिये गये हैं। इन सभी संकुलों में 700८%7 के समीप बेड, ओर्गल (१ 
तथा बालहॉसेन 77 के अनुसार, 704 के लिये लिये गये हैं। /५ का यह मान मानते हुए, बालहांसेन // के 
अनुध्तार राका (0४०७) स्थिरांक, 3 तथा नेफंलॉक्ज्रेटिक गुणांक (र८छाटांशारलंट 0००८गी०॑ंथा), 
£ के मान परिकलित किये गये हैं। संगत पता) संकुलों के लिये, चक्रवर्ती तथा शर्मा 7, 8, थ द्वारा दिये 
गये, / के मान भी तुलना के लिये साथ में दे दिये गये हैं । 


सारणी 
“हाइड्रॉक्सी अम्लों के साथ (थधव॥ग) तथा पता) :3 संकुलों के वर्ण रासायनिक-स्थि रांक 


अशकिललबक लेन 





ु॒ वकलनरिलकनतान बननननननक मनन नमकताणातभापाजकक 6 


संकुल न #4:८ एर क्राब [0 04 
797: छा 20१ छत 3 5 
. &पया)-गलायकोलेट. 45 23,855 
572.5 7,467 96-25 7,467 7]2.95  0.775 
"प्ा)-लेक्टेट 425 23,529 
570 7,544 26.25 7,544 76:08 0-780 
८ाधा)-मेंडलेट.. 420 23,809 
क्‍ 575 7,39] 85-42 7,39] 709:83. 0773 
पधा)-ग्लायकोलेट [7] 345 28,985 72 28,985 
प्ता)-लक्टट [8] 340 29,42 5-8] 29,42 


पत[)-मेंडलेट [9] बा 28 08 
नानि+-ज+--- रे ेट 20285 837 28,98 
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प्रस्तुत अनुसंधान में प्राप्त «७ तथा 0५ के मानव ८ज्ता) 7"*ग्य तथा पता) ए8-शए के 
अष्टफलकीय संकुलों के लिये दिये गये मानों के अनुरूप हैं। (7श) संकुलों के प्रकरण में भ्रष्टफलकीय 
'त्रिविम विन्यास की पुष्टि 2 तथा / के मानों से [सारणी ] भी होती है। लीगेंड-फील्ड-स्थिरांक 
. केन्द्रीय धातु आयन, लीगेंड तथा त्रिविमरसायन पर निर्भर करता है 20। अष्टफलकीय संकुलों में 
कक्षकों के दो वर्गों को पृथक करने की क्षमता का क्रम, ८४(ा) संकुलों के प्रकरण में, लैक्टेट >> 
ग्लायकोलेट >> मैंडलेट पाया गया । #-श्रेणी भी इसी क्रम की पुष्टि करती है जो कि इन लीगैंडों की 
क्षारक समथ्ये का क्रम मी है । 


इन लीगडों के साथ 6) संकुल, (५() संकुलों की अपेक्षा, अधिक स्थायी पाये गये है (/४। 
0 704 के मान भी इस क्रम की पुष्टि करते हैं [सारणी ] । 


पता) में उत्तेजित ४ अवस्था के 'जान-टेलर विरूपण” की संभावना रहती है, जिसके 
फलस्वरूप चतुष्कोणीय विक्षति (टेट्रागोचल पटंबेंशन) के अंतगर्त यह स्तर अ8 तथा “५७ स्तरों में 
विभाजित हो जाता है । अतः 7५(0॥।) संकुलों में जान-टेलर विरूपणा के मान परिकलित किये गये, 
जो बताते हैं कि इस विरूपण के फलस्वरूप इन संकूलों में 094 के मानों में «20% की वृद्धि हो 
जाती है। इन 77(॥॥।) संकुलों में, एक इलेक्ट्रॉव की उपस्थिति के कारण, बन्धन-ऊर्जा में होने वाली 
वृद्धि का मान लगभग 33 किके०/मोल प्राप्त होता है [ग्लायकोलेट, मेंडलेट तथा लैक्टेट के लिये क्रमश: 
32.06, 32.96 तथा 33.6] क्िके०, मोल] जो इन तीतों संकुलों में लगभग समान विरूपण प्रदर्शित करता 
हैं। जाक-टेलर विरूपगा के कारण उत्पन्न अतिरिक्त स्थायीक'रण, इन संकुलों में लीगंड फील्ड विभाजन, 
“» तथा फलस्वरूप स्थागरित्व के क्रम में परिवर्तन की व्याख्या स्पष्ट ही कर देता है । 
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समदेशिक समांग आयताकार समांतर षटफलक में ऊष्मा प्रवाह 
बी० एस० मेहता 
गरित विभाग, शासकीय महाविद्यालय, शाहपुरा (राजस्थान) 
तथा 
के० डी० शर्मा 
गणित विभाग, शासकीय सहाविद्यालय, चुरू (राजस्थान ) 
[ प्राप्त--जुलाई 0, 975| 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में ग्रायताकार समान्तर पटफलक में ऊष्मा प्रवाह पर विचार किया गया है जब 
कि आद्य ताप, पृष्ठों पर ऊष्मा अभिवाह तथा माध्यम में विकरण शून्य होते हैं । 


कैगा बेटा. 


पि९था गी0फत्त वी था। 7500%फॉ2९0 गणाठटुआ००णा5$ एलटॉश्ाएपोश फुधाबोा०णांए०0., ए 8. 8. 
९09, 7267थ/7प76८77 0० ०४४०॥४05, 00ए2फ्रा०ा ०542०, ४ाधाएपा8 200 7६. 72. 
98079, ॥26९9थ॥7677 0 ४९08, (00ए2पपरध्या: (००2०, (पाप (र६]७8४-॥97). 


ए09् ० ॥64 7 4 7९०व7४पवाः फशा००छऊा09०व जाला गाते ॥रएलशथ्ापा०, गिीपह ० 
॥640 0 (6 इप्राव088 धात॑ 6 7803007 7700 (76 गाल्ताणा व] वा6 30 2०0 ॥88 667 
०0०798067९0. 


4. . निर्मेय सूत्रीकरण 


यहाँ पर हम श्रायताकार समांतर षटफलक 0<%<6, 0<:9<82, 0<2<2८ में ऊष्मा प्रवाह 
पर विचार करेंगे जबकि आद्य ताप को 79 कल्पित किया गया है, ४5-50, 9550, 2550 पृष्ठों पर ऊष्मा 
प्रभिवह को शून्य मान लिया गया है तथा ८-4, »< ४8, 25-८८, पृष्ठों पर शून्य ताप वाले माध्यम में 
विकिरण होता है । 


ऊष्मा संचलन का समीकरण [], 9. 9] 


गण, हे 0!2 | 8१9 


हैक 308 पा 58 री ' रे 
० भ््रड गे 99+ 828 | -+4(<, 9, 2, 7), 77>0 () 


86 बी० एस० मेहता तथा के० डी० शर्मा 
है जहाँ 7-7, ), 5, 7), (४, », 2, /) ऊष्मा स्रोत फलन है और ४ विसरगशीलता स्थिरांक है । 


आद्य तथा पर रसीमा प्रतिवन्ध 


(5, >', 5, 7) [8-0 ध््द 46 (अचर ) ! ह (2) 
2824 82 १ 
ग्र््स | 5७087 | त अ, | ८077०, (3) 
१४2 224 7 | है 24 9 ] 
| ल्ड्र खा | कफ हि 6 । 0. ध्च््द् ! ( ? 


है जहाँ ॥, #, तथा 8३ विकिरण स्थिरांक हैं । 
2... हल 
निमय को हल करने के लिये उपयुक्त परिवर्त [2, 9. 80] 


(9, 3', 5) ८5 द 2 (७, 2, 2) 005 7: बं5, (>) 
|| 


है जहाँ 9 समीकरशा 


2? ्ा। 745-/॥7 (0) 
का घन गमृल्य है । 


खण्डश:ः समाकलन करने पर 
4 85 20 १ 8 है 
“5 008 7 ८: -- | | 02 
, 6) 2 ः ७05 2 +/ | 5; शा] 75 धंड 


897 | 6 ह 
कं म्ि 005 92-77 आए श्श - 7 | 7 608 72% बे (7) 
) 0 0 


दाहिने पक्ष का प्रथम पद (3) के द्वारा निम्ततर हमीमा में लुप्त हो जाता है। किन्तु उच्चतर 
सीमा पर इसे निम्न प्रकार से लिखा जा सकता है । 
] 
| 


तच्ध 


97 
008 | मा ८ (670 4 77 


जो (4) तथा (6) के प्रयोग से लुप्त हो जाता है । इस प्रकार बाम्म पक्ष का समाकल -/* 70%, », 2) 
में समानीत हो जाता है। 2 


जब परिवर्त (5) का सम्प्रयोग समीकरण () के », » तथा 2 चरों में क्रमश: किया जाता है तो : 


अीनिनिनसक, 
कनिनिनििनन 
नर 


वोट ५ न व 
को | न4ना)7 (|, 4 ह 254, 4, * 0), (8) 
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९7 
५८ £(9, 4, 7, 7)|..., .$ -८ (०५ », 5, 7) 
जहाँ व्च्ः | | ८ 
4(/0, 4, ”, 7) पटक यह) 
९05 2>% 005 (7 005 #2 बं ह॑ं) धेंट, (9) 
तथा 7, 4, ” क्रमश: 
7 &7 74--॥7. , 
ध्‌ 8॥ 48-- ॥ ५, (0) 
/ 3 #2८--॥३, 
समीकरणों के धन मूल हैं । 
(8) का हल इस प्रकार है : 
70, 4, /, /) हक 0 ८-४6५७+६*-॥2)८ जप 08 80 (0 04 
42 ५ !' 
/ ्््् 9, ० ० 
की | (9, 4, 7, ते) ८ //क न) ४-१७ ८) ([) 
0 


अत: ताप 7(७, 9, 2, 7) को प्रतिलोमन श्रेणंा 


7(>, 887 दर, /) ने ९ कं ह दा! (2 ॥2)00$ हट (4: > /२) (९00५ 284 (7 ब्+ /3) 0९00५ /2 


8 8 # [4(//+/77)+ | #ए*- ४9 +#] [०7-४2 +#॥] 














९ [77 ८ -#( ४9? +-4* --#*2) | 5] 76६ ७87 (2 $577] /'८ 
2 ५ / 


रे ४ 4(9, 4, 7, 2) ८7०४ ककी+ड ($-_)) 4) | () 
0 


से प्राप्त किया जाता है । 
3. विशिष्ट दशायें 
() यदि #,--#,--४६७-० 


तो ताप वितररणा 
# (७, 9, 2, 7)5- हम गा 2 2/ 005 #2४ ०05 47 ०05 #2£ 


9? 6 +# 


न ॥८ ८+फीफकवह ३ शी 24 भं। (0 भा 7८ 
42 ध ! 


88 बी० एस० मेहता तथा के० डी० शर्मा 
जद हु 
+| 40, 4, ७ है) शाकीवॉकी) ए-० 2) गा 


ऐसी दशा के लिये प्राप्त होता है जब छहों फलकों पर कोई उष्मा अभिवाह नहीं होता और निम्न 
समीकरणों के घन मूलों का संकलन किया जाता है । 
(६ [745-0, 
(870 ६8५--७, 
(8॥] #/८-- 0. 
(॥) यदि ४9, -/, ८-२/५-२ ००, 
तो हमें (3) द्वारा प्रदर्शित ताप वितरण प्राप्त होता किन्तु 
005 |7ध5--0, ०08 485८-50, 205 #/८५-0, 
समीकरणों के घन मूलों का संकलन उस अ्रवस्था के लिये किया जाता है जब ४--0, 7-50 तथा 2550 
फलकों पर ऊष्मा अभिवाह नहीं होता और ४-5०, 79-४8, 255८ शून्य ताप पर स्थिर रखे जाते हैं । 
(7) बिन्दु (४//2, 8/2, ८/2) पर जिसका आद्य ताप शन्य है, 40 शक्ति का बिन्दु स्रोत स्थित है। 
ऐसी दशा के लिये नियन्त्रक समीकरण तथा आद्य प्रतिवन्ध 


2(24 /॥7 #&7 7४ 


ड़ कब हि न्‍ल्‍ 
हज त गर ढक क्र | रा पा ०(४--०/2) ५५-०८/2) ०४-८/2), 


>>, ५ &$ 7) | हालत 0) 


होगा जहाँ / घनत्व है और ८ (ताप ” पर ) ठोस की विशिष्ट ऊष्मा है । 


इस दशा में हल होगा : 


>>, 5५ &$ 7) ्ञ 





ींिि्;ख्िि चलो नस सन न-_लततनततन-न न न ननननन न नमन तनमन नल नननन मनन नमन» 3५५+++त++नमन-मनननन-न-नतभ २9७३ +33५»+७०++++नभ«क ले भन+ न + कम कसम नक्‍ सावन नन«न«५ ७५५५. 


200 £ # 7? 4(४7--/7)-+:/7] [/(4?--/9) +/9] [०(४/१-- /3) +- /9] 


०05 (/2 74) ००४(/2 49) ००४(/2) #८) | 2८-+(#+ 4५०१) ४-७ #) ((4) 
*्फे 


0५) ४ भुजा वालों धन जिसका झ्राद्य ताप शून्य है, समस्त फलकों पर ऊष्मा श्रमिवाह नहीं 
होता और बिन्दु स्रोत घन के केन्द्र पर है । 


यदि ४--४--८, 
/57/955/8 550, 
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तो ताप वितरण 


£ (5 ४ 2. 7) हम ८7 4४ ४ 005 072 005 (9 005 #द 005 ३ 7 005 ३ धृध 008 सर्द 
६9८0 9 ६ + 
ट 
>८ | ८7४ (४4--4१--/४) (४7--)») ८), (4०) 
0 


द्वारा दिया जावेगा जहाँ 7-4 तथा # समीकरण ६7॥ ८७--0 के घन मूल हैं । 
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वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 73 
एल० ए० दीक्षित ]88 


४ []3॥3 737।क्‍5क्‍3 4 /॥ ७५३॥ 6॥83॥ ?90॥/[८७ 
४०0!. 20, ०. 2, /97 | 977, 2३४९६ 9-95 


उनलनतोलयान 3-० ++-क मद 


दो चरों वाले एि-फलन की कतिपय अनन्त श्रेणियाँ 


बी० बी० एल० चौरसिया 
गश्णित विभाग, एम० आर० इंजीनियरी कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--मा्चे 22, 976 | 
सारांश 
प्रस्तुत प्रपन्न का उद्देश्य दो चरों वाले “४-फलन के लिये कतिपय श्रनन्त श्रेणियाँ प्राप्त करना है। 
प्राप्त फल होरा द्वारा दिये गये फलों के सार्वीकरण हैं । 
है, हैं।। 8 है। ( ४॥ 


()॥ 5०॥९ पा इशॉ/९३ एण जनि-जिालांणा ० (छ० एक्ांक्रोएड, 279 ९५. 8. !.. (/धपा989, 
(26एक्ाएारा ० शदाीदाश05, ०9५98 रिवश0०78)] शाशाार्टाए॥ए (०006९2९, उधए9पा 


बु॥रल थाए। 0 (8 93007 8 [0 ठ/वा7 8075 शा इछााे९३ ० कम-पिएणाठा एी फ़० 
ए्वा।8065.. ॥76765फ॥8 6 वा इलादावा5$80075 07 ॥8 7685 शाए०। 29 090), 


4. परिभाषा 
मित्तल तथा गष्ता:7 द्वारा प्रचारित दो चरों वाले /-फलन को तनिम्त प्रकार से परिभाषित 
'एबं प्रदर्शित किया जावेगा । 


(०, ॥). | (4७ 4> # 
(७, 7) (8/५ 6. 4. () 
(02, 2). | (५५, ०») 

(2, 4) | (४५, 2.) 
(/4, ४) | (०५, ४:/) 
_(2, ०) | (४0४ ५) 





3 पे 
| | 8/9, 2) 9(9) (9,(2)7, 7५ 4) 42 
7.4 / 29 
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॥॥। '॥(]--६;:--4:०+ २८) 
नो 


ट 

जहाँ. (शत मनन; 

 7(६:-4;7०- २४४) /(--8;--2/7+7:«) 
7 गा 


इज एन 





॥ 74 
7 7६; - 2) 77 7(-०+09) 
इन्ग गत 





४00 - पक कक आय 
7 70-4/+ 270 7/ 7(७४-५०॥) 
पृन्‍7?३+ 2००7१-- 
। जप 
7 ॥7([(६-#छ | 7(--०+२४०») 
ब्न्या गन्ना 
९ 2(2) रूट छा 54% 32१४ 
7 7(0-+ड) 7 7(०-खझडो 
की गच्च्टो+] 


2, तथा 2, शुन्‍्य नहीं हैं तथा रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया गया है | अनुण पूर्णांक ४, 3, #, #, 
8, 2, 4, 2४, 7४, 2? तथा ४ ऐसे हैं कि 

0<:४<€:8, 20, 0<#<:फ9, 0<कारू 4, 0<:/४< ४, 0<0/<:. (2 
जहाँ अक्षर 4, 3, 2, 2, #, #, #? एवं / सभो घन हैं । 


कंट्र 7, तथा 7. उपयक्त हैं श्रौर समाकल्य के समस्त पोल सरल मान लिये गये हैं। फलन 

प्र०,, 2४) को वश्लेषिक फलन सूचित करने के प्रतिबन्ध तथा (:-) में दिये गये समाकलन के अभिसारी 
होने के प्रतिबन्ध मित्तल तथा गुप्ता: ने दिये हैं। सम्पूर्ण प्रपत्र में यह मान लिया गया है कि दो चरों. 
वाले 27-फलन से इन प्रतिबन्धों की तुष्टि हो जाती है । 

(;, 45, 05)3, $ यो (4५, 4७ 7९५) 
से अनुक्रम 

(६, 7: 2 0), 49499 (६५; नह 40५) 
का द्योतन होता है । 


2. अनन्त श्रेणी 


(0, ५) (ध "4 /, /:) (६६, हर 4९; )५, 5 
! 7) (88 2: 7.0) 





0 की: 4 60) दा 


रे (29, 4) [(4,, 20 


९८ 4४) (८/, 45%) 
», 0) 2७०, £9)) 


7550 





2,577 
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(०, ४४) ( 06, /, /:), (ध;, “45, २ ;)५, & 
० 7) (68॥, 8, 47) 
८2 कि ; 
न कर [0७ 7) (% ०) मकीवआ तल वी. 
(० 4) (८५, 40) 22(२८४-- ॥9४)7# 


++(२४3 -- ४.४) 





(04, ४) | (०५, £%») 
_(»&, ०) | (४०, 72) 








ह 


नाव पं ४४ | द ] 
'्ज ्ट 2 # 


| (०, धर) (६५, ४5, #९५) 
| (5५ 7) (68/, 8, 4) 


द्र (/८, #) प्र (४--, #--) | (४--/--४७, ४), (०५, ८५), (१-४, ४) 
#म्ण्0 ह (/7--2, 4--2) (9-+-#/:-+-#, %#), (4८५, 4220), (9--7, ४) 22 
(१४, 2) (०५ 29) 
(4), (2) (/20५ 2) 


__ 2 (॥/८-- )/ '(४- 2 --3/2/0) 
< (८ --)/ (ध-- 8 --/८) 


ड्ु 








(०, ४) (4, 4., 2९,) 
(5, 7) (६५, 8, 4.४) 
दान-4, #-+-) | (४-६, ४), (०७ ५७), (०-3, ४) श्र 





>( 4य 
| +2, 4-2 ) | (0+7#5 ४), (4५ 29), (6 पी 53 ४) 22 


(24, 2१४) (९/५; &/) 
(+, 2) ७ 70) 
४ जहाँ २८ (298 --26 -:3/:)>>0. 


8 0+20707700-०+)00,7(०-४) 


| +«+0 ४ /(०+-+7/)८ (४-/-- ]+7) 
(०, ४) (4५, 4, ९५) 
(&, 7) (8/, 5,, 2.0) 


>< यखख (7 -+- | ४) (2८३--7५ ४), (८;, 3 2 (#+-० -7 ४), (6 न 2]--/८-- , ४)  ] 
् 4--) | (४+०-४#६ ४), (4५, 04) 
(24, 2)... | (० 79) 
[+, ९) (9, 7१0) 


24 
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० ४) (६५, ४५, “९५) 
(७, 7) (8॥; 3, 4) 


(४१४, 7) (८३, !?), (८;, (.)9५ 5 (४स्ट7< , ॥४) | $५ 
| (2, 4) (4५, 224) हि 


(36, ४). (७ 79) 
(४, 0) (७7० 


जहाँ १४ (४--#£) >0 
उपपत्ति 


(2:) को सिद्ध करने लिये हम (2-) के वामपक्ष के प्-फलन को (]-]) की माँति ब्यक्त करते 
हैं, संकलन का क्रम बदलते हैं और सूच ,/॥ (4; --; >)5-(--%)7< का व्यवहार करंते हुये अन्त में 
(-]) की सहायता से व्याख्या करते हैं । 


फल (2-2) तथा (2-3) भी उपर्युक्त विधि से अग्रसर होकर एवं सूत्र (2, 9. 362) का उपयोग 
करके प्राप्त किये जा सकते हैं । 


की ) > 2 (०/2+-)/"6-2+)7(6-८+)7(2/272 7 ८+]) 
2 ०-8+], ४० ८का |  उछकदा2-ण्काओउबट-॑व्यफाछ्-च्क्क्फा 


# (६--208--2८):> -- <. 


ए, [7 4/2--4, 8, ८, | 
क 42, 6-- 2-- [, 4--2--, 4- -+- 3 


वि मल कम 
- 7(६+)/(ध-७-८+ )/(४--८--८--! ) / (४-- --0+) * 
((४--9--८--५८)>०--. 


का व्यवहार करते हैं । 


3, विशिष्ट दशायें 


(2-]) में 4/७7९ (55, ..., 3), 0/557, (5], ..., 7) तथा #-»0 रखने पर, तथा थोडे 
से सरलीकरण के अनन्तर हमें होरा द्वारा प्राप्त फल [, 9. 8 (2-4)] मिलता है । 


सूत्र (2:2) तथा (2:3) की विशिष्ट दशायें जब ,4,--२९२;, (--! 8), 8; (7 55] डर 
होरा/“ ने दे रखी हैं। 


दो चरों वाले #फलन की कतिपय ग्रनन्त श्रेणियाँ 95. 


चूंकि दो चरों वाला 6-फलन तथा अन्य कई फलन दो चरों वाले म-फलन की विशिष्ट दशाओं 
के रूप में हैं अत: कई श्रन्य फलनों के लिये भी हमारे फलों की विशिष्ट दशाओं के रूप में श्रेणियों 
का निगमन किया जा सकता है | 


निदंश 
,. होरा, एन० एस०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 974, ॥7, 77-83 


2, मैकराबटं, टी० एम०, फप्ालां०5 णी 5 (077965 ४०७7४०४०6$, लन्दन 962 
3. मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी ०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस, 972, 754, !7-23 


४]॥3॥3 ?975क्‍3 0 /2॥05$3॥0[3॥ ?30/"।]|८8 
४०. 20, [३०. 2, 097 977, ?9४०६ 77-404 


दो चरों के सामान्यीकृत फलन को कुछ अनन्त श्रेणियां 


ह० स० प्र० श्रीवास्तव 
ई० 20, साकेत नगर, इन्दोर 


[ प्राप्त--नवसम्बर, 2], 976 |] 


सारांश 


इस शोधपत्र में दो चरों के सामान्यीकृत फलन की अनन्त श्रेणियों का मूल्यांकन किया गया है।! 
दो चरों के सामान्यीकृत फलन को द्वि-मेलिन-बार्नीज प्रकार के सामाकल के रूप में व्यक्त करके, समाकलन 
तथा संकलन के क्रम को परस्पर परिवर्तित करते हुए विभिन्‍त हाइपरज्यामितीय ज्ञात सम्बन्धों के प्रयोग से 
आन्तरिक श्रेणियों को (मूल्यांकन कर) संकलित किया गया है । 


6089८ 


5076 प्राग्रि(8 इशा९65 परतेशाह 3 इथाशबॉरल्त चिाएलांग ण॑ छ0० ऊद्यांक्रो९5. . 29 
हि. 8. 9. 5ए0५928४9५9, र-20, 89/6६78247, [7006. 


[7 5 92892०' ए& ॥48ए6 ९ए०पर्वटत & एपर/ँलः 0077 इढा४३ )णैशंतह एथालबवा220 
फिलांगा 0 (ज०0 एक्ांब९४ 97 काणावउआगह (76 एथालब्ांरट्त प्राजांग ते (छ० एक्वां॥0]05 88. 
व0प06 )/६।वा।-8465 (ए096 ०07ग्रांगपा ाव्शान, ग्रीलिदाक्षाशंगह [06 0587 ती ादशाथाणा 870 


8प्ारा।67 बाद 6ए्वपथात।ए (6 एव ॥एएच:8०0ग्ढा76 पिा07075 0ए प्रशागर एथ70०5 दा0फज़र7 
7९]9/7075, 


5. भूमिका 


मौयं” ने दो चरों के सामान्यीकृत फलन को मेलिन-बार्नीज के द्वि-समाकल के रूप में प्रचलित 
किया, जिसे सांकेतिक रूप में निम्न प्रकार से व्यक्त किया जायेगा । 


(274, 772, 73), (४74, ॥2, 773 | 


[०५५५ 427 [०७ 2५]; [०५,, 20,] कि 
(09 225 23), (६, 42, 43) है, हे हि है के हे हे (4 !) 


[20,4, 24,] > [4५,, 4293)! 3 [435 93] 





98 हु० स०» प्र० श्रीवास्तव 


( ठु ) | | गए #7(5-+ 7) ॥(७, 7) 97 458 4/, 
चर & ड़ 
#८($ 4 ह /(+ | ॒ 
77 7(9/--2/85--2॥) ४ 7(- ०; +- 45-74 7) 
7 १ 
४॥(४ 47) 55 --- बल का (['2) 
य४7 7(- 8 +2;5++2/7) 7 7(४/- ४४-4४) 


११६। है न 


पिा।-2:9)7 70 -ल+ 0) 7 7(॥-7१) 77(--०+ 7५70 
3. है 
सह अर कक पर पक सब कर व 
9 है 
व 7(-4+0) 7 7(एट-८७) 0 7(-/॥- 7५४) 77 7(०४-४॥/) 
772-+-4 हं 83+-7. 


73 जज 





तथा [७,, /2/] प्र।चलों के समुच्चय (०,, 8,), (०७, /59), ---3 (०७, /0/) को निरूपित करता हैं । 
समाकल (-:]) पूर्णतया अभिसारी होगा, यदि 


[दाशुड |€<जुलग, | धा8 9 [€बमआ, 


हि 73 
बहा. जला> अन्य टेक अ>  ० अत कं 68% 20 फेक | को; (-4) 
॥ पत्ता 3 749+ | गाव न" 779 -++ 
और 
/3 ४ 
अं अकल 2+> 824 2 70)- (2 0+ ० &-- 0 7-5 70 (-5) 
धर जाये 73+ 7. घाव काये 773+ - 


द्वि कन्ट्र समाकल (-) को संक्षिप्त में ॥/(४, 9») लिखेंगे । हम दो चरों के सामान्यीकृत फलन 
में केवल उत्दों प्राचलों को लिखेंगे जिसमें कोई परिवर्तन हुआ है, जैसे 


(०५ #८), [4/,५ <4/4] (०, /८) [८/ $ (५, । [८/.५ 4 #५] 
(१ /) (06.5 व ( £)5 [ 43? ४2 [482 शक 


(00+4, ॥779, 773), (ध+7., ॥3, ॥83) | 





((?]72, 22५ 28), (६]74, 42: 482 
को 


धत, ततकर ह 


(०, /20), [4७,, 4५,], (9, /2) 
(0, ४), [09,) 29,], (7, /) 





272, दवनड | ॥, 


7 


०५० रा हि 
लिखग तथा संकेत (८न-|[#/५ 








» 2) प्राचलों के समुच्चय (७-४३, /), (०--/७, ४), (५+-/,, 8) के लिये 


78 
उपयोग में लाया गया है । 
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2, इस विभाग में हम दो चरों के सामान्यीकृत फलन की कुछ बनन्‍त श्रेणियों का मूत्यांकन 
करेगे । 


() प्रथम संकलन 








० (-)” + आधकाो, व ६ | [4$,, 4/]॥ । द 
कर | 
2 को 9 शा! [७ | (४+#६/), [04,, 2,] हु 
शत व 3, री मर हैं। न 4) | ]8५.5 < ] 
+-(] -- ८)-० | पा, 
(| +74) 9, ॥7+ |97(-- 4)” | (8, £), [0.5 सदी 


जहाँ ” घनात्मक पूर्ण संख्या है, #>20, | ४ [<, | 


धाएह | [<३47, | शा? 9? |<म्रम्े 
उपवपत्ति 


बांई ओर के ॥/-फलन की द्वि-मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल के रूप में व्यक्त करने पर, 
-समाकलन तथ' संकलन के क्रम को बदलने पर, यह श्रेणी 


9 
| ॥ ग |, 77(0--7)7(5, 7) > ४ 470 (8--75-/7#; +-; -4) 458 47 


में परिणत हो जाती है । किन्तु 
3क्‍47, (0--#8-77; --; --4)5-(] --ध)-27/४8+/४/ 


अतः (-]) का उपयोग करते पर दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है । 
(7) द्वितीय संकलन 


| तु कै 2, रत 
कल | 
॥- )! 


आओ | | (2-2) 


(ध+7, #), (2-7, #), [0035 209] 


*((4॥ नजदिे, ॥ पी ह । 


हू कहा 9) 77% करार 





छ' 





(४+४-८--१, 8), [०/,५ ४//] 
(4, ४), (?, #), [8,,, 24,] ह 


जहाँ # घनात्मक पूर्ण संख्या है, 7220, | धा8 | [< ३47, | शाह » |<३-2/, ८ (८--०--०) :> 0. 
उपपरत्ति 


बाई ओर के ॥/-फलन को द्वि-मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल (:) के रूप में अ्रभिव्यक्त 
करने पर, संकलन तथा समाकलन का क्रम बदलने पर, हमें 


हैँ गा हु आह 7! (ध ॥8४--/४). (8 ॥९ ॥77) 
2 7/ । 7, | धरा धन 07, 7) 2 2 4 (८--॥४--/४४) 


» ७, (४--/8-/४, 8 _.!8--7/; 2८--॥8४-॥7; ) 45 ४, 





ध्लरे 2 


00 ह० स० प्र० श्रीवास्तव 


की प्राप्ति होगी । गास प्रमेय [7, 9. 243 (2)] तथा ([-]) का उपयोग करने पर वांछित फल की प्राप्ति 
होगी । 


(7) तृतीय संकलन 


से [ पवन गायुकओ दि (8--+ /), [4/,५ 4/,] (2-3) 
(0 7] /87+7, क+2 (धंजू+, ५ [003 ी/, |, (65७७; 7) द 


] हदनर, धाकंड 


(8, #), (| +धन+ 2-8, /), [ /3* “//,] 
+ (8 ८) डे 674 ! फ्र 


०, ह), [,, क;,), (०+०, 2/) 





जहाँ * घनात्मक पूर्ण संख्या है, ॥>20, | धा8 | [< ३49, | #'2 )' (इक, 2९ (8 - 4- ८0)0. 
उपपत्ति 
(2-2) की भांति अग्रतर होने पर वांछित फल की प्राप्ति होगी । 


(9) चतुर्थ संकलन 

[4803 4/, | (ध-/#), (2८. 8 +#/ 2/2) ह 
(>4-न-7, 27), [24,, 09, ] / 
धावुकर, का (+2%2/ | [4/, 4 9, (६--8& ++ई/ £) | 

/27+9, क्षा+] | 9280 (22, 2/2), [0५,, 6. ] | 


774+4, १] ->24/ | [4/, ; “4/, | (ध-- 4 /2 /)(५८ 8-॥ /7) । 
9+9, दूवुका फ््शा (22 2/2), [6५, ] कं 


284 ह ५-02 +), 4 हरा, रथ. 


पा । +3 | 
शक 277, का | 


(2.4): 





जहाँ » घनात्मक संख्या है, /:>0, | क्षाडई अं [इक | क्षाहु 2 [< इक, 24 - 85:50, --, -- 
उपपत्ति 


बाँई ओर के ॥/-फलन को द्वि-मेलिन-बार्नीज के समाकल ((-]) के रूप में अभिव्यक्त करने पर,. 
अंणी का परिवर्तित रूप 


2  (24- 265 -- 2//) 
9 ! 4 
2 धर (8 न || ) पा | हि 77(5 न /) 75, 7) हलक हे 7 (26 2॥९ हि 2॥7 8) 





%#३8४, (24-2#/8-2#8, 8 + 2; 26 - & -- 2॥6 -_ 2॥/ ; -) थे$ ८ 


होगा । प्रमेय [5, 9. 0 (4-7)|[ तथा (.) का उपयोग करने से वांछित परिशाम प्राप्त होगा ।. 
(५) पंचम संकलन 


(24) को भांति श्रग्रसर होने पर, संकलन 


दो चरों के सामान्यीकृत फलन की कुछ अनन्त श्रेणियां 80 


(|/2), , «व, है 
मल वि, कक | 9 


[०५ 4/,], (४--१०--/, 2#) 
(24--/-, 2/), (22--#/-, 2॥), [80 








|| 25) 


पतन 2, ८) हि | [६/,५ / /] | (ध-- ॥। 5 ॥), (6, /) । 
/22+2, (]+थ “ 
की | (24--, 20), (20 -, 2#), [2५,, #,, 


774+£ (03॥ [ 
है 
| 
4/2, धतरच£ | 


[०५.५ 4५.) (१-॥2, 8), (०, #) ] 
(24--, 2/)(208--, 2/), [84,, 2॥,]॥, 





जहाँ # धनात्मक पूर्ण संख्या है, #>0, | धा8 € [<३46, | ध8 » | < 38%, 24+-28--2-£-2, --4 
“0, «« * की स्थापना प्रमेय [5, 9. 0 (4:-8)] की सहायता से की जा सकती है । 


(५) षष्ठम संकलन 


(/:); 


0 77+-7. े 
| 
7४0 


272, 4॒+4 छ 


(०--/८--/, /), [4/,५ //,]) (०-१५ | (2-6) 
(8 +#+7, #), [0.,, 07), (8-7 #) 





(५८-- ८, #), [६/, ५ “#, | (०--३/८, /) 
(8 5 /८, ॥), [00.5 84. ], (8 +-2/, /) 


जहाँ / घनात्मक पूर्ण संख्या है, ॥>0, | 8 ४ |<].4+#, | ध९ 9 |<३8#, २०४ (2०--278--3/):0. 


कभनाधककमया..... +जतभाततरतकनन+ ७० 


(५ ॥ 350). ( 0:76 लय जप 








4 (]--३ /:) । (० -/3- ४8/:) वन 4, ॥]/7. । 





उपर्पत्ति 


बाई ओर के /४-फलन को द्वि मेलिन-बार्नीज समाकल (-]) के रूप में अभिव्यक्त करने पर, 
"समाकलन तथा संक्रलन का क्रम बदलने पर, श्रेणी का परिवर्तित स्वरूप 


/ |] ४५» ५. (8+॥-॥४--8)7(-- ०--६६--॥8+- ४४) 
के “अमर न निलिलिक लक मि जी पन्ना त -याद न पट अधि लि जद: लए. पक ५ तर कि शिकत +प पतली 6! 
(मा) | | 0 कह डक तह 0] 


> 32५ ((, +-/६--/#8-/४, --०--/+/७४--/४; ]--92+-/8+-/7, ०--/४--/४; 4) 4४ 6/, 


'हो जावेगा, और डिक्सन प्रमेय [7, 9. 243 (5-8)] तथा (-) के उपयोग पर दक्षिण पक्ष प्राप्त 
होता है। 


(शा) सप्तम संकलन 


५० (24),( 20), 00प+7, !9] क्‍ ८ 
#>0 (+ 2-3) #|  277, 7 


[4/, ५ “#]] (2८ --+7, | (2-7) 
(2८--४, /), [2445 903] क्‍ 





ह० स० प्र० श्रीवास्तव 





02 
_7५/2)7(४4४--/2) 
. ॥(४+॥/०)/(0+/2) 
खक्क थम | ६ 40 (24 20) (०+३- $ |+ /) 
हक क्र ॥ (८, /2), (०+]| व _॥ | /) [24,/ 29] , 








जहाँ #/ धनात्मक पूर्ण संख्या है, ॥>>0, | धाष्ट  |<३4%, | क्षाह 9 |€ कक, 2 (2०--ध - 2) >- ३ 


उपर्पत्ति 


(2:6) की भांति श्रग्मसर होने पर तथा डिक्सन प्रमेय के बजाय वास्टन प्रमेय [7, 9. 245 (-23)] 
का उपयोग करने पर उपयुक्त संकलन की स्थापना सरलता से की जा सकती ह । 


(शं!।) अष्टम संकलन 


(2-6) की भांति अग्रसर होने पर, संकलन 


८० (०), (8), 774+ 3, ॥] । [4/] ५ “५7], (८ न/- 7 20 /) “ (2:8) 
“0? ब+/+ के), * 7४0 ४४ |, | (०--+, ४), [80, #,,] 





[ध/५,, “/] ५ (2--4--३/), (८--४-+- ३, है 


हा ( ] /2) 4 (6 रे |] नि ] /2) शव + 2, 8 श् 
(2, ॥), (2८--०--१+-$, /४), [0५,, 24, ] 


. #॥(बक+/2ओ79क_ाओ 7 शक काश ऊ 





जहाँ 7 घनात्मक पूर्ण संख्या है, #>0, | आ8 « |<3.47# ! शष्ठ > |<3४8#, की स्थापना मैकराबट के 
परिणाम [4] भ्रर्थात्‌ 


प् [2 5, 7 ।| __2 ($)/ (७/+$)/ (७ $)/ (/-०--/१-- 2) (2-9) 
? 2 | 8--३, #+-3; & (०+- ३27 (8--$)4 (/--०+ 9) (7 -- 8+ ४) 


से की जा सकती है। 


(5) नवस संकलन 


श्र (24), (। --24), बधुतय, शव. कि 
। (2८), 40 +7, दृ[+3 हा 


रु 


(८-7, /), [24 24]) 





7-0 


-- ४727 740 7(४-/2) 
4(ध+ 4) ४ (६- ८+ 772) 


[4५,५ “%| |, (धर-- ८ -4+-+- ]/2, /), (८+- [/2, ५ 
(८, /2), [0/,; 03 ] । 


जहाँ # घनात्मक पूर्ण संख्या है, #>>0, | धाड ४ [<34%, | शाह 9» |<३75#, 72८ (0)>0. 


गत ३, 0 29%. 
8 
274, धवुकर हा 





दो चरों के सामान्यीकृत फलन की कुछ अतन्‍्त श्रेणियां 03 
उपपत्ति 


वाँई ओर के ॥/-फलन को हि-मेलिन-बार्नीज प्रकार के समाकल (-]) के रूप में अभिव्यक्त 
करने पर, संकलन तथा समाकल का क्रम परिवर्तित करने पर, हमें 


| ४ (८--/॥७४--/१) 
ला । ग | 0 लि) तह 557 


>८ 37१ (26, 20, ८ -/8-/४; 24, 2८ -24 -4-2॥8-2/7; ) धंर्ट ॥४ धंड 47, 
की प्राप्ति होगी । हिपल प्रमेय [7, 0. 245 त-24)] तथा (-]) के प्रयोग करने से परिणाम को प्राप्ति 
होगी । 


(४) दशम संकलन 





०० ] 0]+7, /घ+श 6 | (६-४, 20), (0-४, £)[4/,, 4#ै] 
न नम मल 2]] 
सा /! (४--) 24/+8, 47+# |, (८--7७, 20), [00.५ 2५), (2० + धं--4 --/, | हक 


_ #28०-7 7(८+]) 
. 2(--०-१(४- ०)) 


774+ , 7] 3 हम 5 


कर (०, 2/), (०, #), (22-+-4+, /£), [4५5 603) (8(|-4-+ 4), £) | 
877, क्र | 2-29 


(०, 20), [20५५ कग (०-/% #), (१(०-४), /) 





जहाँ # धनात्मक पूर्णों संख्या है, #>0, | भाड़ > |[<उ4ा, | शाह | [<$8287, 7 (] -:०)>0 
उपपत्ति 
(2-0) की मांति अग्रसर होने पर वांछित फल की प्राप्ति होगी । 


परिणामों में व्यक्त प्रतिबन्धों के अन्त्गंत उपर्युक्त संकलन की उत्पत्ति में समाकलन एवं संकेलन 
के क्रम का प्रतिपादन [3, 0. 76 (75)] के अनुरूप है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० पी० श्रानन्दानी का श्रत्पन्त आभारी है जिन्होंने प्रस्तुत शोध पत्र की तैयारी में मेरा 
मार्ग-दर्शन किया । द 


निदेश 
.  आननन्‍्दानी, पी०, सेथ० स्टूडन्ट, 967, 37, 7-23 


2, वही, विज्ञान परिषद झ्सनुन्धान पत्रिका, 970, 43, 57-67 


(04 


हु० स० प्र० श्रीवास्तव 


कार्सल, एच० एस०, [च्रा०वालांगा 40 क्‍86 [९०-ए ठी झ्०्परांधा$ 8०१68 070 ॥7682728 
डोवर पब्लीकेशन्स, न्पुयाक, 950 


मेकराबटे, टी० एन०, प्रोसी० ग्लास्गो मैथ० एसो०, 958, 3, 96 


मथाई, ए० एम० तथा सक्सेना, आर० के०, [.८७ए76 ]ए०८४ 77 )/६(४॥270808 स्प्रींगर वरलाग, 
न्यूयाके, 973 


मौय, डी० पी०, पी० एच-डी०, थी सिस, यूनिवर्सिटी आफ इन्दोर, इन्दौर, 970 


स्‍लाटर, एल० जें०, छल्लाश्बट्ट0 जजएथ2००मालाएं० एत्राढगांणा3 केम्ब्रिज, 966 


४ [3॥723 ?797"5॥930 /॥ ७5३॥ 63॥ २?०६४ [८०७ 
४०. 20, ३० 2, ४97॥, ।977, ?३४०६ ।05-]08 


अतिज्याभितीय श्रेणी (#, का एक रूपान्तरण 
वीरेन्द्र कुमार तथा बी० एमम० अग्रवाल 


शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


[प्राप्त-नवम्बर 25, 975 ] 


संरांश द 
प्रस्तुत टिप्पणी में ,/५ रूपान्तरण का नवीन हल प्रस्तुत किया गया है । 


3 0978 ९६ 


(-शाएशअंगा 6 ९४शार इसणाशंट्नों किर्तला (7,, 27 पाता  प8ा' ॥एव 3. ७. 
0273998, (00ए2॥पदा (68728 ("0९26, (09/'8॥07. 


॥ (8 06 8 76७ छा00। ० धी6 [क्याईशणाग्र्धांणा [827398/, 8. ५. [9/3] ० (7: 
753 06९7 0०0॥9॥760 . 


.  प्रस्तावना 


हिल (907-908) तथा हठिपल (]930) ने अनेक इस प्रकार के फल प्रदान किये जो 
गास श्रेणी के प्रथम # पदों के योग को अपरिमित , /,() श्रेणी के रूप में व्यक्त करते हैं । 
रामानुजम ने भी एक इसी प्रकार की तत्समिक्रा प्रदान की जो £ पदों के योग को # पदों के रूप 
में व्यक्त करती है । रामानुजम की इस तत्समिका की उपपत्ति डालिग (493) तथा वाटसन+] (]930) 
द्वारा दी गई | इसके विभिन्न सार्वीक्ष। फल बैली तथा हाडकिन्सन (93]) ने प्रदान किये। क्छ 
समय पूर्व अग्रवाल) ने शअ्रन्तरआपरेटरों के व्यवहार द्वारा (#,(!) का एक नवीन खझूपान्तरण 
प्रयुक्त किया जिसका उद्देश्य गास श्रेणी के # पदों के योग को #४ पदों के योग के रूप में व्यक्त 
करना है | 


2. अग्रवाल की तत्समिका 


(०९-०८) 7(८- ८2) 7 | ए--7--7,--77 -- [, 6, 2; 
4 ८/(९८--० - 6)) # 3[9, ९, |--6-- 8 --- ०--7४ -- # 


06 वीरेन्द्र कुमार तथा बी० एम० अग्रवाल 


4 (2--4-+77-४) /(०--8 + #१-- ४) हा ,--#-+-, 6, 8 ;] 
(2-४ र(४-- ६--8-#॥-४)/ १४, &-+-॥॥-१, [--९+ ०४+० 


की सरल उपपत्ति ही प्रस्तुत शोध पत्र का विषय है । 


3. उपपत्ति 
इस तत्समिका की उपपत्ति सामान्यीकृत सालसुदज प्रमेयाश पर आधारित है। सामान्यीकृत 
सालसुटज प्रमेय के अनुतार 


५ 0.१५ ०००2५ $ ८6 9 6५9 -+-5 77 रु । 
ल 25 293 *** 28? /+7 “7 ०#/777 नई 
(०/--५/)४(/% “०४ 43)8 हि ॥-7+__] 
(0०५ 2 ५३+का )(/2/)# १] !2,व00 
2+7] 
47(67 न 2/-.])॥ 7 
लधानपिदकलीर- न 
( (०५ 9५ न॑ह-व)68/(: # 7 ०४ +] 7 ?/-] 77 ४)४/ #-]. 
47(0/ -४+- 4)/ । 
जहाँ कि 
०५ र्‌9] पर 28 नि »००००० ७७० 2/ 
न्‍ मम 


तथा 


9% सत्काव ना 703 -- #०% » +%५६$ ---१३७५ पल 0) 


अब ४-52 लेने पर सालसुट्ज प्रमेय का स्वरूप 








649 093 08-73; | (०५-४७५),(029 77 73)# ८ 5 (04 “7 54)8](2--7०2)॥(--//)77(०३)४7 


9 | ८ 
० म 29 29 ७87०४ 7! + [ (०५ -793)#%(?9)॥ 77०0] ! (02-7० 2)॥ मा अर ए 77०४-- होल) 77 


(०५--:9५)४(202 7०३ )/ फ् (2 27- ०9, ०397-77; 
4, 


|. (०४--४५३)४(०४)४ ध 097 59, 243$ [-- 2 0.3 77 


अतिज्यामितीय श्रेणी ,”, का एक रूपान्तरण ]07 


कवीगा । इस प्रकार 


(23-28 7“ 7०१-7०७ -- (23)#6(/29)% पा ०99 ०339-72; । ] 
(97723 7 ८7१ “7 ०9)#(/९४ ०८ 0३3)% कु 235 299 धवन ०७-यी ०३०७३ /! [ 
डड | 4-०३, /77०,, ०3३५-77: 4 | थ् 
थि/87 ०४००७ 29 वश ध्छ गए?! ( ॒ 
०१9 ०७, 7७ 7५ 279 722 की क्रमश: ?-)-#, ८, 2, #?, 9७, 2 से स्थातानतरित करने पर 
(८ कल कप 89--४)/४(८)४ 3 । ?--#४, 2, 20,--7#: | 
(९--८४--४),, (2-०), 2, 2, [+4--8-- 2९-- 78 --# 
-- “77, 7--६, 2,--727; ! 
न ५] --72, 7, [--८-- & (2) 


तत्समिका (4) में «,, ०५, ०३, 23, ०४ की क्रमश: »--#, ८, ८, ४, 2--॥४-४ से स्थानानतरित करने पर 


(८८7०-7८ नह) | ?--7९, ८, 0,--2; | 
(०-- 6--7),(०--४४--४-- ८), / ? [9, 2८--7४--२, [--०2+-०+ 8 


लत --777, 7-- ६, 8, -#; ॥ (८) 
47 ४ (८---६--%#, 9, | --2--8--#४? 


यदि #>#४ तो तत्समभिका (2) गास श्रेणी के #--] पदों के योग को #-- पदों के योग के रूप में 
प्रदशित करती है । यदि #># तो तत्समिका (८) गास श्रेणी के #--] पदों के योग को ऋ--7 
पदों के योग के रूप में प्रदाशित करती है । | तत्समिकाग्रों (8) तथा (ट) से हमें तत्समिका 





(2- जे कै -+ 0--४)/(०),७ छ ४-- /; 0] 8, 2522 /2; 
(८ “/7)/ ९--४),» ४५ ६, | न+4--9-०४-#४ न ४ 


(८-० 4-7 ०777) #८- १7772) न । ?+#%#॥, 4, 8,--४; 4 


(८ --/,)( ८--7४-- #-- 0), 4 हे (9, 088 2 
( 


प्त होती हैं जो गास श्रेणी के #--। पदों के योग ॥--] पदों के योग के रूप में प्रर्दाशत 
करती है । इस तत्समिका को अधिक सरल रूप में इस प्रकार लिख सकते हैं 


(058) / (६5०2) प |-#, 4, 0,--#४: | | 
/(०)/"(०-- ०--४) * | 2, 4+ध--06--€ --#7 +क 
7 ठे 


08 वोरेन्द्र कुमार तथा बी० एम० अग्रवाल 


__ ((2--7#7-72 - 0))((० - 4+#--#)) फट । ?क2, 4, 8, --#; । ] 
.. ((2४-६-४+-०))०-क्र- को ४३ 5४, €+ - 7, |--९--६ २४ 


छ की ;%-] तथाष को#-] से स्थानान्तरित करने पर हमें श्रग्नवाल द्वारा दी गई 
तत्समिका मिल जाती है जो कि गास श्रेणी के # पदों के योग को # पदों के योग के रूप में व्यक्त 
करतो है । 

निर्देश 
. स्लेटर, एल० जे०, जनरलाइज्ड हाइप रज्यॉम ट्रिक फंक्शन्स, कैम्ब्रिज 966 
2. अग्रवाल, बी० एम०, विज्ञान परिषद अनुसंधान पत्रिका 973, 6, 69. 


3. मैंकराबट, थामस एम०, फंक्सन्स श्रॉफ ए कम्प्लंक्स वेरिएबल, मैंकसिलन ]962 पृष्ठ 365 


४[3॥3 ?7975[9 वे 2&0593॥ 6 3॥ ?8६॥[ [3 
४०. 20, [२०. 2, 897/, [977, 798९५ 409-4। | 


देहली-विभव पर हाइड्रोजन के दाब का प्रभाव 


.... जगदीश प्रसाद 


रसायन विभाग, मेरठ, कालेज, सेरठ 


[प्राप्त-जुलाई 28, 976] 
सारांश 


पारद-वाष्प-संदृषित हाइड्रोजन में देहली-विभव के अध्ययन से पता चला है कि 20 मिमी० 
“(30*टसें ०) दाब से ऊपर किरणन के दौरान 77,,(7.) अंधकार में 7,,(70) से श्रधिक होता है । इसका 
कारण ,,(20) पर --/; की उपस्थिति बताई गई है । तथापि, 99,552 से 20 मिमी० तक 7,,(7.) 
तथा 77,,(20) परस्पर समान पाये गये हैं | गंस दाब के साथ 7,,(2,7) पहले घटता तथा बाद में 
बढ़ता है । शी 


059९ 


[एवीपशाल९ ० 925 छाटडड्ा/& णा 6 पाल्जातत एण॑ंतलातबों गे गजत्ा०2श. 279 39208॥ 
[788080, (॥९॥0आ79 26ए9थ।पला, शैव्टापा (0॥682, ४6६८ पा 


पृ॥ढ हपतज 9ी धार पगाल्ञाण6व एछठाथााबि 2, 7 ग्रदात्पाए शए0०पा ०07धपञ9670 
पजताठ2९07 485 78ए८व९१ पाता 72% प्रातंद प5ठा60057 7, (7) 26 [#8887 768 0ए&/ 20 शा 
(30९0) ३3$ म्रांशीशा' पी ती॥0 | 0075 7,,(29). 75 ]95$ >€&॥ 38207060 09प्र८ 00 6 0०टप्र- 
06 0ी --/५; मा 7, (22)... नि०0श०५८३ था. 2/7३7१८ (0 20 777, 72,,(7.) 276 7,,(22) 76 ९धृषक्षों 
"0 076 क्षा0॥67,. 7 7,,(20, 7.) 78 06ट768568 (6॥ [007७8565 एफ [06 245 (0९586. 


पारद-वाष्प-संदूषित आर्गान में देहली-विभव के अध्ययन"! से पता चला है कि किरणन के 
दौरान 7,,(7.) अंधकार में 7,,(/0) से अधिक होता है । अतः पारद-वाष्प-संदूषित हाइड्रोजन में इसका 
अध्ययन किया गया । पर 


प्रयोगात्मक 


'लेखक के पूव-प्रकाशित लेखों /“ के समान भप्रस्तुत अध्ययन सोडा-कांच के ओज़ो निन्र में सम्पन्न 


0 जगदीश प्रमाद 


किया गया है। विभिन्‍न दात्रों पर शुष्क हाइड्रोजन को 30 सें० पर द्वव पारे के सम्पर्क में रखा गया ।' 
ओज़ोनित्र से 25 सेमी० पर स्थित 200 वाट, 200 वोल्ट वाला एक तापदीप्त (काँच) लेम्प किरणन स्रोत 
के रूपए में प्रयुक्त किया गया । 


परिणाम तथा धिवेचना 


किरणन के कारण 7,, में हुई वृद्धि (चित्र ) ऋणात्मक जोशी प्रभाव --6; की उपस्थिति के 
कारण हो सकती है |?! हाइड्रोजत के 7--7,, वक्र में प्राप्त निम्तिष्ठ उल्लेखनीय है । श्रत्यन्त क्षीण 
दाब की हाइड्रोजन में झ्रणुओं की संख्या इतनी कम होती है कि टकराने वाले इलेक्ट्रॉनों की ऊर्जा बहुत अधिक 
होने पर ही अभीष्ट द्वितीयक इलेक्ट्रानों की उत्पत्ति संमव है अर्थात्‌ उच्च विभव आरोपित किया जाना 
चाहिए | दूसरी शर, यदि गैस का दाब बहुत श्रधिक है तो औसत मुक्क पथ का मान बहुन कम होता 
है । फलतः पड़ोसी श्रणुप्रों के संघट्टन के कारण निष्क्रियण होने से, इलेक्ट्रॉन या आयनी संघट्टन के” 
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॥, (ग/ 77) 
चित्र । 


द्वारा अणुप्नों के आयनीकरण की प्रायिकता बढ़ जाती है । आयनीकरण की ग्रव्रस्था में आने के लिए, 
प्रति श्रोतत मुक्त पथ की ऊर्जा के उस गस के निश्चित निम्नतम परिणाम अर्थात्‌ आयनन विभव से 
तनिक अधिक होना चाहिए । अतः उच्चतर विभव की झ्रावश्यकता होती है। दाब की इन दो परा-. 
काष्ठाभों के बीच में कहीं पर एक ऐसा दाब होना चाहिए जिस पर स्फुलिंग-वोल्टता या देहली-विभव 7#% 
का मान न्यूनतम होगा । प्रस्तुत प्रयोग की दशाओं में इस स्थिति का प्रवलोकन लगभग #:27770 मिमी ०. 
(30 से०) पर हुआ है । 


देहुली विभव पर हाइड्रोजन के दाब का प्रभाव ]]] 
निर्देश 
!. प्रसाद, जगदीश, विज्ञान परिषद्‌ अनु० पत्रिका, 975, 70, 303 


2. वही 972, 5, 79 
3. प्रसाद, जे०, रव्यु र॒मेन डि किसि, 973, 8, ]865 


४[॥१93॥73 ?93॥75]30 /४॥ ७5०9॥ 4 ॥39॥ 7?30॥ | [3 
४०!. 20, (३०. 2, &97| |977, 798०६, |3-422 


वत्ताकार झिल्ली के दोलन सें दो चरों वाले सार्वीकृत फलनों का सम्प्रथोग 


वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 
सम्प्रयक्त गणित अनुभाग, इंस्टीच्यूट आफ टेक्‍्नालाजी, 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


[ प्राप्त--मार्चे 9, 976 | 
सारांश 


एक वृत्ताकर भिल्‍ली के अनुप्रस्थ दोलनों के लिये स्तेडान द्वारा दिये गये सामान्य अवकल 
समीकरण को सरल करने के हेतु हमने मित्तल तथा गुप्ता द्वारा परिमाषित दो चरों वाले :“-फलन 
का उपयोग किया है | प्राप्त हल सामान्‍य प्रकृति के हैं। कतिपय विशिष्ट दशाओं की भी विवेचना की 


गई है । 


4 05679 ८ 
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. अस्तावना 


हम 4 त्रिज्या वाली वृत्ताकार पतली भिल्‍ली के संमितीय दोलन पर विचार करेंगे | स्नेडान/+ ने 
गति सम्बन्धी जो समीकरण दिया है वह है 


02 92 | ०४2 7४, 7) 
क्रेश -भा ही मं (-) 





[4 । वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 


जहाँ ८ भिल्‍ली के बिन्दु (#, 6) का 2 तल से अनुदेध्यं विस्थापन है, 2" तनाव, ८१--7/०, ० एकसमान 
पृष्ठ धनत्व, ४, समय ४0, 7) बाह्य बल है जो भिल्‍्ली के प्रति इकाई क्षेत्र पर कार्यशील है । हम 
समीकरण (-]) को सीमा प्रतिबन्ध के साथ 


() ४550 जब #-०, समस्त ४ के लिये (|*2) 
(7) 2557७) तथा 7580) जब 770 (4-3) 

अर्थात्‌ भिल्‍ली को स्थिति <च्) से ् --8(7) वेग से गति करने दिया जाता है । 
(44) 


हम यह भी कल्पित करेंगे कि /(/, 7) 57७) 60) 


जहाँ #() केवल / का फलन है और 60) केवल 7 का । हम समीकरण (:) को सिद्ध करने के लिये 
७), 2४), 2७), 50) को दो चरों वाले सार्वीकृत फलनों अथवा मित्तल तथा गुप्ता:। द्वारा परिभाषित 
 प-फलत के रूप में मानेंगे । चकि दो चरों वाले आ-फलन को फाक्स कौ] परिभाषा के अनुसार एक 
चर वाले प्-फलन में अत: अनेक उच्चतर अ्रबीजीय फलनों तथा बहुपदों में परिवर्तित किया जा सकता 
है, इसलिये हमारे द्वारा प्रदत्त फल सामान्य प्रकृति के हैं । मुख्य फलों से कुछ विशिष्ट दशायें भी प्राप्त 
की गई हैं । 


हम अपने फलों के लिये रामा» द्वारा प्राप्त दो चरों के 2-फलन वाले निम्नांकित समाकलों का 
उपयोग करेंगे 


9 धान, ॥॥ 
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अच्याटना 


दोलन में दो चरों वाले सार्वीक्ृत फलनों का सम्प्रयोग [5 
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6 वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 


इस फल की उपपत्ति 
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का ५ 80 20, /१<:/९(00/80)< 0, | धाट 4 [< ईटेग, 
0 


»>0, 4>0, जो मुखर्जी तथा प्रसाद द्वारा प्राप्त हैं तथा /#-फलन की परिभाषा कंट्र समाकल के 
रूप में हो । 


के श्रेणी प्रसार से प्राप्त होती है बशततें कि //८ 


(-5) में /#--7--75-0, (55], ०552, ०550, ६5२२॥४/, 205505-58,, /00 55 5/2॥ रखने पर 


॥. आए -ओो हाय उत्तर के [8(७-२2४, ०४(७-२)४) 4: 


भा 


ननए97+/ 8 59 ना (२४५4)79#7 


| प्रनटे 3 | (-०-२/, ४, ४), ((-॥७ /, /5), ((०५,, ०/,५ 4५, )) 
छा काना | ((-०-४७-27, ।+/, /न/०), (09, /935 293)) 


!2+ 
प्र * हो ((०/,५ 2०५22 27756 
225: 4४ ((५०५,५ 99, )/ 


लकओ ((०५,, 2५.) 
[_ (29 १45 (4७५ 4ीव4.)) 





+प्प 


१ | 
09 0] | 


(-9) 
बशते कि 7(०७--॥८ “४870, 7(/-+- ४० -+ 778)>20 और (:-0) से लेकर (]-]7) तक के 


प्रतिबन्ध तुष्ट हों जहाँ कि प्र(0./४(9--.)”, ८,*(7->)भ्‌) से (:5) के बाम पक्ष में भ्राये दो चरों वाले 
#7-फलन का बोध होता दै। 


( 5 ) में ॥॥--४८ 7 5545-05 ०१ 5०४०,, ०55१ ८! रखने पर और (:5) के प्रसारित रूप में 
८->0 मानने पर 


रा की ए(ए-3)/77 म[8:6(9-- 20, ८४४(7->)*7) धं४ 


दोलन में दो चरों वाले सार्वीकृत फलनों का सम्प्रयोग ]7 


हा | -्िथट ) ([ ४ 0५ /, /८), (| डा ॥, /८4); (६५, , 66.5 “4/,)) 


27 25 धरना । (4 ४४ 20% «८. (न ५ धन /0)+ (097५ 395 84, )) । 
| 
८- ]70+/-7 पंप 7 हर ) ((०/५५ १/७)) > 
हि 29% (३/ ह ((ध५,, 0५,) | ट्एनिकत 
शी 6: ((2/५ २%३)) 
2985 43 (४६३: 2.) 


'बशर्ते कि (:9) में दिये गये प्रतिबन्ध तुष्ट हों । 
सान्‍्त हैंकेल परिवतत 


समीकरण (:]) में # 7/(६; 7) से गुणा के रने, # के प्रति 0 से » तक समाकलित करने और 
सीमा प्रतिवन्ध 2550 जब 559 का उपयोग करने पर शून्य कोटि का सान्‍्त हैंकेल परिवता4 प्राप्त होगा 


ढ्)न- रा + 27, 7) 2०(६; 7) 4" (-20) 


'जो सामान्य अवकल समोकरण 
धर ही ॥ 
(कब 4 (क्षत ५ “7९% (2) 


-की तुष्टि करता हैं जहाँ £/ समीकरणों 
४०(६४2)5770, (:22) 


का मूल है, 5/(6॥ 0) समीकरण (:20) द्वारा परिभाषित #(/, /) का सान्‍्त हैंकेल परिवते है । 


2. निर्मेष का हल 


/0), 80), 2७), 600) को दो चरों वाले /-फलन के द्वारा निम्न प्रकार से परिभाषित करते हैं: 


( की । है । ((६/,५ ०७, ३ “/%,)/ 
235 ५१ ((04]5 2095 24)! 





7773, 779 | ((८५,$ ?//५)) 
८, (80.5 2 


रे ] (८५३ 5/,)) 
3) पैं,/ | (4 *98)/ 


00 [7 4६ ( 8//(9--/') 03, न्‍्ल 
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रा प्रा | (६४०७५ ० #2]3 मु ४2) 
28072 (० 4 8475 4 47)2 





ह 6. ४8 087.) 8(/४/ (9 हा 
#) >-- 2 )-. &-7१ 4 ॥। /74 77५2 ) (( । ३ * 9 ; ॥ कक 
8६ ) / (3 ) (02 ((6 !? /99 8] ०५)) | / ()/ 5० 2 गे 
रा ग ! (९५५ £%.)) 
23 + ६3 ४ (५०३ 4 4२३)/ 


(24) 


इसी प्रकार #(#) को (2-2) में दो डेशों से युक्त तवा 600) को तीन डेशों से यक्त परिभाषित करते हैं, / 
के स्थान पर 9 तथा » के स्थान पर 7 रखते हैं । 


(-9) से 





हा 6 >> बस 38 
शक ई25506)/#77 52 7“ ज् हाध))/2 


४ | कल 2 ( बल े -- 2.४, /॥, /:), ( +> ८५ 27 /८3), (4५, ५ ०9, » “//, )/ 
करतीक 4-/ | ((--0-/४--2-४, #+-/॥ /:+#5), (09, 44, 29,)) 





। ीओ (९७५ १ ब)) ट 
20% 4५ ((4५,, 09,)) 
| हो (८५.५ 4%,)) 
2 43३ ((/9५5 44. )) 


(2*3) 
जहाँ (-9) में दिये गये प्रतिबन्ध दो डेशों के लिये तुष्ट होते हैं । स्पष्ट है कि 2/(६॥ 70550 यदि /-50 


प्रतिबन्ध (।'3) से ([:2]) का प्रक फलन/' होगा: 
2/75008 (८ £; 7) | 707) उ(६; +) 4 पट? | “४ 8(7) >(५(६; 7) वा (2-4) 
0 0 


स्तेडान? के अनुसार प्रतिलोमन करने पर (]-) का हल 


थ्टः हू एप जार रा (005$ (८ की 7) ॥ # (४) २०६; /) ्ष/ हम ४0(६; ४) 


2८95 ;: [2(६ »]* 


8॥ (८६; #) (> 27907/-*% _ & ( 
"हू टड0)गह?0*टिगज़ 2 2, पाक ००) 


दोलन में दो चरों वाले सार्वेक्रेत फलतों का सम्प्रयोग 


9 
८ प्र्य न-2 ] ( ] चल । --2./ऐ, (, /:), ( ॥| डक /$ 4, /८५)५ ((4/,५ ०/, ५ “/,)) डे 
'आयीट, 4477/ | (]--०--/७- 2.0, ४--/,, /८--#८.), (009३5 /0645 29])/ । 
0६: /) फ्त (का 775 ((८/, , १/५)) 8एमिप, | 
[(| »)7 2295 4५/ ((/2५,) 04,)) टिक । 
कं है ((०५,, 299) । 
235 63 (०68३ /95)) झ् 
८ | : 6(8) आंत (०६/(४--४)) व: (2-5) 
0 ; 


के रूप में प्राप्त होगा जहाँ समीकरण (-22) के समस्त धन मूलों का योग लिया जाता है। (2-5) में 


समाकलों के मानों को (-9) तथा (:9.4) से रखने पर हमें (:0) का हल निम्न रूप में प्राप्त 
होता है 


८0 (/...]) ' ८५ 
2(४, है) 5 2]777/४-७ ठे) है? ( है ) ४605: |) 


... अलननताकनलिजमपमननननमकनन+नन-कननभनतनण५नपनकं नाप न किन भाभागग 


४ ४८० (४१ (45 9)| (२6 »)72 008 (८ ६; /) 


ः ४+-2 ) ([--०-270, ॥ +/5,), ([--७, 84, 7), ((०५,, 4५,५ 4/3)) 


2 हू ४६ का [ (| | 277 (४ ४ 2.५, ः हर / ( न /04)५ (80.5 2045 384, )) 
7 शा !772 ] (०५५, 9४५2) ० कि 
0४३: 3 ((४५,, %,)) च्जजत 
हक 3) (८५.५ 2 %%,)) 
७ 43: ((/9- 743) 


290/+#'- ,, 8 (-)2 /0(६/ 


जा ाणणणाा 


ट्हा 45० (० महक (6 9) 8॥ (८ ६; ) 


0, ॥ 4+ 2 ) ([- ०-27, ४, ४), ([- ४, #(, 67), (४५५, ४४५६ 4 ४72 


774-+-2, 4१ -+ ] (। -/ ड (४-27, ८8 774, / +/८4), ((9 ५०३ 30 03 8:,)) 
अमन). ६०७५ ५ शी 
72, 4५ ((४९,,, 5८, )) ८५ ! 
कक हो (९४९३५ 5 #/,)) 
273, 4५ (रा ०४? 4 ५४४)) 


2 887/7%॥/77 9७777 क 677४ दे 2 वतन 9१४ 2./7-2 ४०६72 2/४/ 
200/+#//-% हर | )907-2 
०व हा त हट. (४)१(2/४४ --)! | 4800.7 (068) [>(62)7 
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(] * 5 गा बे 2५, /!, |: '), (] __ 88 ॥ हे डी ((4/#, ४५ ०५, के 4, 0) 
है! अली ० न की ि न्‍ँ जि 27५, [28 शँ ५ टट् न /), (89५, 8' ५ 874, /)) 

5 हा 5 ///+// 7 

८ गा 4 2 22 ')) हे 

| ((र्ध (7795 0 472)) 279 


| [(० ४५७ / #7३2) 
| (74७ ही कर 


0 ५ [| 447 के है ५ ] 
ः क। कं 2) | 44 /7+ 8 0 ] 


ि // ० हक] [ द 


५5 


प 770: ', 7५ है 
/!7 /7// 
22 $ (83 / ' 


ईैझ 


$ 6० 
हर 


// | /7 


। + 723 
8 4५ 
(2--/ , आर (( पर (2 5० (--2/0*, 204 6 0; (०, /४४५ क्‍ 
6.77, गा 6 9] 0) 

(3--/-- ४ -- 22४“, 8 0 दि हि (8, ४७ 

/// /!// 
पं (८४४४ पे ५ / के 8 4] / /१ ४] 4३ “)) 
ग्र हु भ हे ह हक! 77] 
(( 02? 0 4५ 2) 


! ( ९2 43? 20 43! ) ) 
ई ( / 4५/// (/*! 4५ २// ) है 


// | 
रँ 


| /// (///+ (/// 


(2:06) 
बशरतें कि (-9) में व्यक्त प्रतिबन्ध, एक, दो तथा तीन डशों के साथ तुष्ट हों । 
3. विशिष्ट दशायें 


(0) जब भिलल्‍ली सन्तुलन अवस्था में /--0 पर विराम अवस्था में होती है ग्रथातू //)550 ताथ 
820 )70 (75-८0 पर) तो (:) का हल 


दोलन में दो चरों वाले सार्वीकृत फलनों का सम्प्रयो०ः, 9[ 





#। बल वन, [? 7///+ (४ / //-३ 6० 0० (---)07<४ वि 
020 जो कक लक (५)२ 2४९--! (0200 (2020 
/) 7 0 //4१3 / /+/ ///0/॥/7/+/६/// ///+ ९/7/..|२ / / / 
गा ।0/क/का व, 27कर/नक 7) कआ[है/व/कएए, 2/वीएजाएएप), (3-) 


होगा बशरतें कि (।'0) से (.7) तक के प्रतिबन्ध दो तथा तीन डेशों के लिये तुष्ठ हों और संकलन 
(-22) के समस्त धन मूलों का किया गया हो तथा 
धप्र,(8 ५४//५//४३, ८ कॉल पे तथा 7५8"  ॥///+///7, 2८ ///६/7/+#/! ) 


(2:6) में दो चरों वाले अश्रन्तिम दो ४#-फलनों के लिये आया है । 


(॥) (3-) में दिये गये प्रतिबन्धों के श्रतिरिक्त, यदि 


स्‍ 77... //7/ ...... 7४. ॥/ हर 2 अा /// 2... /!/ मन 0 है १ 
(7-2, (४ ८5॥८ 55 ], 2 4] न्र0 का  कववीा  क्र। नत  नतती। (री !9. सत॥3 


परत 79 “८503 ८577५ 555 8३ ८57; ०93 नत्दे, नयी  ्त्वी। न मय 6] लत ८व /(>८/ सं ] 
7 हद स्‍ हर पट की ओ 
सतय५ 788 नए 4३ ०0 वही (००० _+४ी। 7 तथा 87, ८४, 2", ८ सभी शून्य क र 


अग्रसर हों भ्रत: “0) तथा 60) दोनों । की श्रोर अग्रसर होते हैं, फलस्वरूप एरडेल्यी/? के अनुसार 
हल (3') 
८ ( || आकर /--7. 


2. 6० 
2008) 557 7 


हैं; घ््) ं ब्लू 


( हु ८६.9 ) 40 ६ ( ५] 4 ) 4.0/-2 


०६४) 304 
[76 क्रायडठ ऋ' 
०० (-- )%/+7 


2 9 0(६5/“) 9 (--7) 2 अल पल 
ये ? कक (0, को (४०४ उकफओ। 2 का एन 


वबलन्‍नानन 
विनय. 


2». 7०8 
ह है हक 70% (0) हा 


में समानीत हो जाता है जहाँ ० क्षेत्रीय घनत्व है, » वृत्ताकार भिल्‍ली की त्रिज्या है तथा संकलन 
समीक रण (-:22) के समस्त घन मूलों का विस्तीण है जो स्नेडान का ज्ञात फल है । (3:2) से यह॒ स्पष्ट 


हैं कि /--0 पर विस्थापन < शून्य हैं । 
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धातु-अधंचालक प्रकार के स्पर्शों में वाहक जीवन काल पर दाब का प्रभाव 
विपिन कुमार, सीताराम तथा राम परशाद 
राष्ट्रीय भौतिक प्रयोगशाला, नई दिल्‍ली 


[प्राप्त--जून 25, 976] 


सारांश 


दाब का प्रभाव वाहक जीवन काल' पर, जो घातु से श्रधंचालक में नति लगाने पर अंतः क्षेपित 
होते हैं, ज्ञात किया गया है । साम!न्य प्रचलन के विपरीत यहाँ अग्रिम तथा विपरीत, दोनों नतियों का 
प्रयोग क्रिया गया है| यह पाया गया है कि दाब बढ़ने पर वाहक जीवनकाल कम हो जाता है । इस तथ्य 
का प्रयोग दाब द्वारा घातु-अधंचालक स्पर्शों में श्रोहभिक स्पर्श बनने की व्याख्या के लिये किया गया है। 
वाहक जीवतकाल पर चुम्बकीय क्षेत्र का प्रभाव नगण्य पाया गया है । 
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पूर्व प्रपत्रों 0, 2 में यांत्रिक घातु-प्रघेंचालक स्पर्शों के ओह सिक्र गुण पर दाब का प्रभाव प्रतिवेदन 
किया गया था । प्रस्तुत प्रपत्र में ऐसे स्पर्शों के शोहमिक गुणों को और अधिक स्पष्ट करने के लिये दाव' 
का प्रभाव उन वाहकों पर ज्ञात किया गया है जो धातु से अर्धचालक में अंतःक्षेपण द्वारा प्रवेश करते 
हैं (४ | इसके लिये बहु-प्रचलित लैडर हैंडलर-जियाकोलेट्रो विधि // का प्रयोग किया गया है । लेकिन 


किक 3 


]24: विपिन कुमार, सीताराम तथा 'रामपरशाद 


उपयु क्त विधि में जहाँ पी-एन संधि के लिये केवल अग्रिम नति का प्रयोग किया गया है, प्रस्तुत पत्र में" 
यांत्रिक धातु-अर्धंचालक स्प्शों के लिए श्रप्रिम तथा विपरीत, दोनों नतियों का प्रयोग किया गया है। 
भ्रन्य लेखकों ४ ९० द्वारा जरमेनियम पी-एन संधियों में प्रल्पसंख्य। वाहक जीवनकाल पर दाब का प्रमाव 
अध्ययन किया गया है । 


जिन अधंचालकों का प्रयोग यहाँ किया गया है, वे हैं सलिकन, जरमेनियम तथा गैलियम 
आसनाइड । प्रयुक्त घातु-भ्र्धवालक स्पर्श बनाने की विधि पूर्व प्रपंत्र 7 में दी जा चुको है। स्पर्शों द्वारा 
का 


6,405 


! 
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चित्र | : लडर हैंडलर-जियाकोलेट्टो विधि द्वारा वाहक जीवनकाल मापने के 
लिये सरल परिपथ 


काफी धारा प्रवाहित हो सके, इसके लिए लघ प्रतिरोधिता वाले अर्धचालकों का प्रयोग किया गया ।' 
प्रयोग किये गये परिपथ की रूपरेखा चित्र ! में दिखायी गयी है । 


सिलिकन :--चित्र 2 में एन-प्विलिकन ( प्रतिरोधिता 3 8 से० मी० ) वाले स्पणें 
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चित्र 2 : एन-धिलिकन (प्रतिरोधिता 30 से० मी० ) स्पर्श के लिये अग्रिम नति में 0 ग्राम 
दाब पर क्षणिक क्षय 


वाहक जीवन काल पर दाब का प्रभाव 


235 


द्वारा अग्रिम नति में जनित क्षणिक क्षय 0 ग्राम दाब पर दिखाया गया है । श्रग्रमिम नति 
'का श्र यहाँ है कि घातु, अध चालक के सापेक्ष घनात्मक विमव पर है। चित्र 3 (अ, ब, स) में इसी 


कि 570(398 ८) 
(बडा 2. 
#(02/२, 5 // 5९८/00/ ५ 
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(स) 
चित्र 3 (अ, ब, स) : एन-सिलिकन (प्रतिरोधिता 3.0 से० मी० ) स्पर्श के लिये विपरीत 
नंति में क्रमशः 0, 50 तथा 250 ग्राम दाबों पर क्षणिक क्षय 


7# 5/( 302, ८॥) 
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स्पर्श के लिये विपरीत नति में क्रमशः 0 ग्राम, 50 ग्राम तथा 250 ग्राम दाबों पर क्षणिक क्षय दिखाये 
गये हैं। चित्र 4 में श्रग्मिम नति में 0 ग्राम दाब पर तथा चिंत्र 5 (अ, ब, स ) में विपरीत नति 
में क्रशः 0 ग्राम, 00 ग्राम तथा 350 ग्राम दाबों पर पी-प्रकार सिलिकन (प्रतिरोधिता !9 से० मी०) 
'वाले स्पर्शों के लिये क्षणिक क्षय दिखाये गये हैं । बहुत कम दाब पर क्षणिक क्षयों के अतिरिक्त अन्य सभी 


]26 विपिन कुमार, सीताराम तथा रामपरशाद 


दाबों पर क्षणिक्र क्षय की वक्रता बहुत अधिक है, जबकि आदश क्षय रखिक होने चाहिए | उपयु क्त 
चित्रों में दिल्लाये गये क्षरिकों में लघ॒दाब क्षणिकों के अतिरिक्त श्रन्य क्षरियकों में जीवतकाल की गणना 


/ 
बोल्टता+समय -प्रवणता ! अर प्त् सकरना कठिन हा जाता हू ॥ 
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कद 
चित्र 4 : पी-सिलिकन (प्रतिरोधिता 02 से० मी०) स्पर्श के लिये अग्रिम नति में 
0 ग्राम दाब पर क्षणिक क्षय 


यह देखा गया है कि एन तथा पी-सिलिकत वाले स्पर्शों के लिये अग्रिम नति में क्षणिक की 
ग्राकृति केवल 0 ग्राम से कम दाब के छिये ही परिवर्तित होती है (जबकि स्पर्श त्रिज्या लगमग 00 
माइक्रात है ) | इससे अधिक दाब के लिये क्षणिक की श्राकृृति स्थिर रहती है । 


विपरीत नति में भी क्षणिक की आकृति दाब के साथ बदलती है । एक क्रांतिक दाब पर क्षणिक् 
समाप्त हो जाता है जिसका चिरप्रतिष्ठित श्र्थ होगा कि ग्रंत:क्षेपित वाहक का जीवतकाल लगभग 
शन्‍्य हो गया है। लेकिन जहाँ /2 से०्मी० पी-सिलिकन वाले स्पर्श के लिये क्रांतिक दाब लगभग 
950 ग्राम था; वहीं 302 से० मी० एन-सिलिकन वाले. स्पर्श के लिये यह केवल 250 ग्राम था । 


एक श्रन्य प्रयोग में 2.300 से०मी० प्रतिरोधिता के एन-प्रकार बहुक्रिस्टलीय सिलिकन वाले 
स्पर्श का प्रयोग किया गया जिसका चिकना पृष्ठ वेलनाकार आकृति का था क्रिस्टल वर्धन करते समय 
बनता है । ऐसे पृष्ठ के लिये अग्रिम नति में वाहक जीवन काल पर दाव का प्रभाव नगण्य था जबकि 
विपरीत नति में दाव का प्रमाव अन्य स्पर्शों की तरह था 


गेलियम आसेनाइड (गं० आ०) 


विद्युत स्पर्श बनाने के लिये गेलियम श्रासनाइड की लप्ड पृष्ठों का प्रयोग किया गया । एन-प्रकार 
गैलियम झार्सेनाइड की प्रतिरोधिता लगभग 0.02 से० मोौ० थी जबकि पी-प्रकार की प्रतिरोधिता नहीं 
सापी गयी हैं। अग्निम नति में पी-तथा एन-प्रकार वाले स्पर्शों के लिये क्षणिक की आकृति 00 ग्राम से 


वाहक जीवन काल पर दाब का प्रभाव ]27 


शा 


अधिक दाब के लिये नहीं बदलती श,और जीवनकाल भी परिमित रहता है | विपरीत नति में एव-प्रकार 
गे० आरा० के स्पर्शों से घारा-प्रवाह संभव न हो सका । पी-प्रकार गें० आ० स्पर्श के लिये विपरीत नति में 
क्षरितत क्षय की आकृति 200 ग्राम से अधिक दाब के लिये नहीं बदलती झौर इस स्थिति में भी वाहक 
जीवनकाल परिमित रहता है। 
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(स) द 
चित्र 5 (अ, ब, स) : पी-सिलिकन (प्रतिरोधिता 02 से० मी०) स्पर्श के लिये विपरोत 
नति में क्रमश: 0, 00 तथा 350 ग्राम दाबों पर क्षरि[क क्षय 


एन-जरमसेनियम : एन-प्रकार जरमेनियम (प्रतिरोधिता अ्रज्ञात) से बने स्पर्श के लिये अग्निम 
नति में क्षणिक की आकृति 5 ग्राम से कम दाब के लिये भी सुग्राहक थी। दाब क्रमशः बढ़ाने पर 50 ग्राम 
पर जीवनकाल' लगभग शून्य हो गया तथा 00 ग्राम पर स्पंद आक्ृति पूर्णतः: आयताकार हो गयी । 
विपरीत नति में कम दाब पर क्षणिक प्राप्त करना कठिन था। फिर भी, 0 ग्राम दाब पर क्षणिक 


28 विपिन कुमार, सीताराम तथा रामपरशाद 


आप्त हुआ | 00 ग्राम दाब पर क्षरिक पूर्णतः समाप्त हो गया जिसका अथे है कि जीवनकाल लगभग 
शून्य हो गया । अग्रिम तथा विपरीत, दोनों नतियों में कअशिक श्राकृति सिलिकन तथा गै० श्रा० स्पर्शों की 
तरह वक्रित थी । द 


पी-प्रकार जरसेनियम 


जसा कि पूर्व प्रपत्र [0 में प्रतिविदन क्रिया गया है, पी-प्रकार जरमेनियम का व्यवहार असंगत 
होता है : 


(अ) उस दशा में जब धातु स्पर्श पी-प्रकार जरमेनियम की प्रपेक्षा ऋण विभव पर है, तो 
क्षशिक आकृति दाब के लिये बहुत सुग्राहक है; जैसे 3 ग्राम से 30 ग्राम दाब तक । इससे अधिक दाब के 
'लिये क्षशिक समाप्त हो जाते हैं अर्थात्‌ वाहक जीवनकाल शून्य हो जाता हैं। ऐसे उच्चतर दाबों पर 
स्पंद आयाम भी नहीं बदलता जिसका अर्थ होगा कि स्पर्श की चालकता स्थिर रहती है। 


(ब) जब धातु स्पर्श पी-प्रकार जरमेनियम की श्रपेक्षा घनात्मक विभव पर है तो क्षरिगक का 
अस्तित्व नहीं होता । फिर भी, दाब के साथ, जैसे शून्य दाब से 20 ग्राम दाब तक स्पंद भ्रायाम कम होता 
है जिसका अर्थ है कि स्पर्श चालकता बढ़ती है। 20 ग्राम से श्रधिक दाबों पर स्पंद आयाम स्थिर 
रहता है । 


वाहक जीवनकाल पर रंखिक वोल्टता का प्रभाव 


जैसा कि एरिकसन 7! द्वारा उल्लेख किया गया है आयताकार स्पंद पर रैखिक वोल्टता का 
अध्यारोपण करने पर क्षणिक क्षय की आक्षति रैखिक हो जाती है। वर्तमान प्रयोगों में रैखिक वोल्टता का 
अध्यारोपण करने के लिये चित्र | में दिखाया गया परिपथ प्रयोग किया गया है। प्राप्त किये गये 
क्षणिक क्षय वोल्टता लगाने पर लगभग रैखिक हो जाते हैं। इसके भ्रतिरिक्त वोल्टता बढ़ाने पर वाहक 
जीवनकाल' कम होता जाता है। चित्र 6 में पी-प्रकोर गे लियम प्रार्सेताइड के स्पर्श के लिये दोनों नतिय 
में वाहक जीवन काल का वोल्टता के साथ विचरण दिखाया गया है। इस चित्र के श्रनुसार दोनों 
नतियों में वाहक॑ जीवन काल का वोल्टता के साथ विचरण लगभग एकसमान है जो आश्चयें- 
जनक है । इ 


चुम्बकीय क्षेत्र का वाहुक जीवनकाल पर प्रभाव 


चुम्बकीय क्षेत्र का सिलिकन तथा जरपेनियम वाले स्वशों में वाहक जीवनकाल' पर कोई विशेष 
प्रभाव नहीं देखा गया । अधिकतम चुम्बकीय क्षेत्र लगभग 8 किलोगॉस था । 


परशाद इत्यादि £ द्वारा भी प्रतिवेदन किया गया है कि चुम्बकीय क्षेत्र का पी-एन संधियों में 
अल्पसंख्या वाहक जीवन काल पर नगण्य प्रभाव होता है। इस प्रकार जरमेनियम तथा सिलिकन 


के लिये वर्तमान अवलोकन, ऐसे अ्रध॑चालकों से बनी पी-एन संधियों पर श्रवलोकनों से मेल 
रखते हैं । 
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चित्र 6 : पी-प्रकार गेलियम आर्सेनाइड के स्तर्श के लिये वाहक जीवनकाल का डी० सी० 
वोल्टता के साथ विचरण । अग्रिम तथा विपरीत दोनों नतियों का प्रयोग किया गया है 


विवेचना 


जेसा कि चित्र 7 में टूटी रेखाओं द्वारा दिखाया गया है, धातु-एन-प्रकार-प्रधंचालक स्पर्शों के 
लिये भ्रग्रिम नति में घातु से अधंचालक में श्रंत:क्षेपित अल्प संख्या वाहकों की श्रन्योन्यक्रिया फर्मी तल 
से नीचे स्थित पृष्ठ भश्रवस्थाओ्नों के साथ होती है । यहाँ ऐसी कल्पना की जा सकती है कि चूंकि ऐसी 
पृष्ठ अवस्थाए' फर्मी तल से नीचे हैं, भ्रत: इनको दाता-प्रकार की अवस्थाएँ कहा जा सकता है (डविसन 
तथा लीवाइन ५) जो होल-पाश की तरह कार्य करती है। दाब देने पर यह होल-पाश केन्द्र पुनमिलन 
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केन्द्रों में बदल जाते हैं और इस कारण अल्पसंख्या वाहक जीवन काल कस हो जाता है। लेकित वर्चित 
क्रिस्टल पृष्ठों पर दाब के नगण्य प्रभाव की व्याख्या इस प्रकार कर सकते हैं कि ऐसे पृष्ठों में विरूपण 
दोषों की सांद्रता निम्ततम है जो किसी अज्ञात प्रकार से उपयु क्‍त अवलोकनों के लिये उत्त रदायी है । 





चित्र 7 : धातु-आक्साइड एन-प्रकार अरधधचालक स्पर्श के लिये प्राचीर आकृति। एक 
भ्रग्रिम नति 7 वोल्ट पर प्राचीर का रूपांतर टूटी रेखाओं द्वारा दिखाया गया है 


दूसरी ओर विपरीत नति में घातु से अर्थचालक' में श्रंतःक्षेपित वाहकों की अन्‍्योन्यक्रिया फर्मी 
तल से ऊपर स्थित पृष्ठ अवस्थाओं के साथ होती है । इन प्रृष्ठ अवस्थाओं में चालकता पृष्ठ के 
इलेक्ट्रानों का स्थानीकरण है । जैसा कि पूर्व प्रपत्र 4 में कल्पना की गयी है ऐसी पृष्ठ भ्रवस्थाएं' दाब 
बढ़ने पर चालकता पट्ट के साथ अतिव्यापित अवस्था में हो जाती हैं। इस कारण अनुप्रयुक्त स्पंद 
वोल्टता समाप्त होने पर 'अन्त: निर्मित विमव' (8ए॥-0-9067४ ५) बहुत जल्दी क्षय होने के कारण 
क्षणिक आक्ृति ऊर्ध्वांघर हो जाती है। इसी कारण से पी-प्रकार अधेचालकों से बने स्पर्शों के लिये भी 
विवेचना कर सकते हैं । 


जरमेनियम में क्षशिक्र आकृति की विशेष दाब सुग्राहिता की इस प्रकार व्याख्या कर सकते हैं 
कि जरमेनियम में पृष्ठ अवस्था स्थानीकरण कम है । लेकिन पी-प्रकार जरमेनियम में, जहाँ धातु स्पर्श 
पी-जरमेनियम की अपेक्षा धनात्मक विभव पर होने पर क्षशिक का अस्तित्व नहीं है (अथवा क्षणिक 
ऊर्ध्वाधर है), इस बात का संकेव मिलता है कि पी-जरमे नियम में फर्मी तल से नीचे स्थित पृष्ठ अवस्थाएं 
शन्य दाब पर भी संयोजकता पट्ट के साथ अतिव्यापी श्रवस्था में हैं। डेविसन तथा लीवाइन ।श के अनु पार 
स्वच्छ पी-जरमेनियम पृष्ठ पर संयोजकता पढ्ठ अ्रग्न का भुकाव अस्तंगत रूप से फर्मी तल की ओर है। 
ऐसा प्रतीत होता है कि स्वच्छ पृष्ठ के गुण वास्तविक पृष्ठ में भी प्रतिबिम्बित होते हैं। लेकिन वाहक 
जीवनकाल शून्य होने पर स्पंद आयाम की दाब निर्मरता का कारणा स्पष्ट नहीं है । 


पी-तथा एन-प्रकार गैलियम आर्सेनाइड स्पर्शों के लिये, जहाँ विपरीत नति में ग्रधिकतम दाब पर 
भी क्षरिक क्षय ऊर्ध्वाधर नहीं है, यह प्रतीत होता है कि पट्ट अग्रों के निकट पृष्ठ अवस्था अस्तित्व नहीं 


वाहक जीवन काल पर दाब का प्रभाव 3] 


हैं जो पृष्ठ अ्वस्थाओं के परस्पर तथा बहुसंख्या वाहुक पट्ठ श्रग्न से भ्रतिव्यापत में एक बाघा उपस्थित 
करता है । 


क्षशिषक वक़ता : उपयु क्‍त क्षणिकों की आक्ृति लघु दाबों के अतिरिक्त अन्य दाबों पर वक्रित 
होती है। इस वक्रता की व्याख्या के लिये लैडर हैंडलर तथा जियाकोलेट्रो // ने अंतःक्षेपित वाहकों के 
क्षय को चर घातांकी मानने के बदले त्र्‌ टि-फलन प्रकार का माना । लेकिन इस प्रकार प्राप्त क्षणिक की 
वक्र्ता वर्तमान प्रवलोकनों की अपेक्षा बहुत कम है । इसके अतिरिक्त दाब द्वारा वक़ता में परिवर्तन के 
लिये उपयुक्त गणनागश्रों में कोई चर पद प्राप्त नहीं होता। आमंस्टोंग ४५ ने बिन्दु स्पर्श शोधकों के लिये 
'पी+-एन संधि प्रतिरूप लेकर क्षरशिक आकृति का विश्लेषण किया है। इस प्रपत्र के अनुसार, यदि पी+- 
तथा एन-पक्ष दोनों को समतल अवस्था में मानें तो समीकरण 77--72(0)--((77/4>) प्राप्त होता है 
जहाँ 7(0) समय 7--0 पर क्षणिक आयाम है तथा 2 समय 770 पर क्षणिकआयाम है । इस समीकरण 
के अनुसार क्षणिक क्षय रेखिक है तथा जीवनकाल + कम होने पर क्षरिक क्षय की प्रवणता 0५,५५४ अ्रधिक 
होती है । दूसरी ओर पी-पक्ष को बिन्दु ग्राकृति का लेने पर, जबकि बिन्दु त्रिज्या विसरण देध्ये की अपेक्षा 
बहुत कम है, निम्न समीकरण प्राप्त होता है : 


77-॥(0)-- (४7४/3%५0/) 


यहाँ विसरण स्थिराँक 


इस समीकरण के भ्रनुसार भी क्षणिक क्षय रैेखिक है । वाहक जीवन काल कम होने पर 22 का मान कम 
हो जाता है, अतः क्षणिक क्षय की दर कम होगी जो वर्तमान प्रयोगों के विपरीत है। श्रत: वर्तेमान 
प्रयोगों के लिये घातु-अर्धचालक स्पर्श को समतली मानना श्रेयस्कर होगा । क्षणिक की वक्रता के लिये 
'एक कल्पना यह हो सकती है कि अतः क्षेपित वाहकों का जीवनकाल एक-सा नहीं है क्योंकि विभिन्न 
ऊर्जा तलों पर स्थित पृष्ठ अ्रवस्थाए विभिन्न समय दरों के अनुसार क्षय होती हैं । इस कारण क्षणिक 
आकृति रेखिक न होकर वक्र प्राप्त होती है। इस कथन की अंशतः पुष्टि एरिकप्तन के कार्य से 
होती है! 


वाहक जीवनकाल का धारा मान पर प्रभाव 


स्थानीयकृत अवस्थाओं के माध्यम से सुरंगीकृत धारा के लिये वाहक जीवनकाल निर्भरता 
बेनडेनियल तथा ड्यूक [7] द्वारा धातु-आक्साइड, अर्धधातु संधि के लिये निम्न प्रकार से दी गयी है 


६6 
म्त्ड् | ५ वह कराकर कम ऐे 


जहाँ (70, ;, 7?) स्थानीकृत अवस्था का आक्साइड के माध्यम से क्ष रण के लिये जीवनकाल, 5५, ; ; वीं 
32? 6 
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परिबद्ध अवस्था की ऊर्जा, 7 अनुप्रयुक्त विभव; # सुरंगीकृत वाहुक की कुल ऊर्जा तथा £ भ्रधंघातु का 
पट्ट विस्तार है। इस प्रकार स्थानीकृत अवस्थाओं का क्षरण जीवनकाल कम होते पर घारा मान बढ़ 
जाता है । 

निष्कर्ष 


उपयुक्त विवेचन से पिछले प्रपत्रों में वणित धातु-भ्रधेंचालक प्रकार के स्पशों के धारा वोल्टता 
लक्षणों पर दाब के प्रभाव के कारण और अधिक स्पष्ट हो जाते हैं। ऐसा प्रतीत होता है कि दाब का 
मुख्य प्रभाव अंतःक्षेपित वाहकों का जीवनकाल कम करने में होता है । वतंमात प्रकार के स्पर्शों में घातु 
से वाहक का अंत: क्षेपण दोनों नतियों में हो सकता है । बहुत कम अग्रधंचालक प्रतिरोधिता वाले स्पर्शों 
के अतिरिक्त, जिन्हें वर्तमान अवलोकनों में प्रयोग नहीं किया गया है, दाब द्वारा ओहमिक-तुल्य स्पर्श 
बनना संभव नहीं है । प्रयोगों द्वारा प्राप्त जीवनकाल, अंतःक्षेपित अल्पसंख्या वाहकों का जीवनकाल 
है अथवा स्थानीकृत अवस्थाओं का आक्साइड परत के माध्यम से क्षरण जीवनकाल-यह अभी स्पष्ट 
नहीं है । 

कृतज्नता-ज्ञापन 


उपलब्ध सुविधाओं के उपयोग की अनुमति देने के लिये लेखक राष्ट्रीय मौतिक प्रयोगशाला के" 
निदेशक के प्रति कृतज्ञता-ज्ञापन करते हैं । 


एक लेखक (विपिन कुमार) परमाणु ऊर्जा विभाग, बम्बई तथा दूसरा लेखक (सीताराम) वेज्ञा- 
निक एवं प्रौद्योगिक अनुसंघान परिषद, दिल्‍ली द्वारा अनुसंघान फेलोशिप प्रदाव करने के लिये आभार 
प्रकट करते हैं । 
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योगदर्शन में वणित मानव तंत्रिका तंत्र की क्रियाविधि 
भुवत चन्द्र जोशी 
एनेस्थिसिजयालॉजी विभाग, मेडिकल कालेज, झांसी 


[ प्राप्त--जनवरी 22, 977 | 


सारांश 


प्राचीन योगग्रन्थों में तांत्रिकी विज्ञान के सजीव तथा यथातथ्य वर्णन मिलते हैं, जिन्हें कि पाश्चात्य 
विद्वानों ने गलत समभा है, या कतई अनदेखा कर दिया है । 


प्रस्तुत निबन्ध में इन्हीं वेज्ञानिक तथ्यों को सही परिप्रेक्ष्य में दिया गया है । 


तंत्रिका तंत्र की जीवनी शक्ति “प्राण एक विद्युत ऊर्जा है जो कि विश्व की समष्टि जीवनी 
शक्ति का ही एक भाग है । 


देह में प्राण के दस अनुभाग हैं जो स्वचल तंत्रिका तंत्र, सवेदना ग्रहण तथा पेशीक्रियाओं 
(_पाणा0ठारं०, 507० पर0007 8700 50780 5९7४०७ एालां०09) का नियंत्रण करते हैं । 


सुषुम्णा में वणित पट्चक्र, केन्द्रीय तंत्रिका भ्रक्ष में मौतिव रूप में उपस्थित तत्रिवा केन्द्र हैं जो कि 
अपने आरोही और अवरोही तंत्रिकापथों वी सहायता से विभिन्न जीवघर्मी क्रियाश्रों को नियंत्रित करते 
हैं। उदाहरणत+ कामक्रिया का नियामक मणिपूर चक्र है। 


योग विज्ञान की सही जानकारी के लिये हमारे व॑ज्ञानिकों को योग ग्रन्थों को मूल संस्कृत भाषा 
में स्वतंत्र रूप से अध्ययन करना चाहिये । 
$098 92८ 
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बा5 ए2096० थांता5 [0 65९०४ 8 शाह) एद्चा। एंड वगारणिणकांणा ग (6 मंशा: 
07287020(9€. 
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पाश्चात्य ऐतिहासज्ञों की चिरसम्मत मान्यता है, कि तंत्रिका तंत्र का सर्वप्रथम ज्ञान योरप के 
चिकिसाशास्त्रियों को हुप्ना था (विगर, एस० एंड अंडरवुड, ई० ए० 962) 


मारतीय योगशास्त्र के कतिपय ग्रंथों में जो कि निविवाद रूप से बुद्ध काल (600 ई० पृ०) से 
पूवेवर्ती हैं, मानव तंत्रिका तंत्र की रचना तथा क्रिया के ऐसे जागृत तथा यथार्थ वर्णन मिलते हैं , कि 
आधुनिक प्रबुद्ध तंत्रिकाशास्त्री मी उन्हें काठ नहीं सकते। ये वर्णन तंत्रिका श्रावेग के स्वरूप और उसके 
श्रवाह [४ण6 370 एश्याडया5507 0 767900$ 7005८] से लेकर सुषुम्णा के तंत्रिका पथों [७7] 
767०९ 7408] के कार्यों तक से संबंधित हैं, जता कि प्रस्तुत लेख में स्पष्ट किया गया है । 


उपलब्ध साहित्य का पर्यवेक्षण 


प्राचीन योग ग्रंथों में तांत्रिकी विज्ञान का प्रथम विशद वर्णन योगयाज्ञवल्क्य में मिलता है। यह 
उत्तरवेदिककालीन ग्रथ है। 


आ्राजकल प्राप्य उपनिषदों में जितकी कुल संह्या दो सौ अठारह है, तांत्रिकी के वर्णन यत्र-तत्र मिलते 
हैं। महामारत के आरण्यकपव में इस विषय का उत्तम स्पष्टीकरण मिलता है । 


मध्ययुग में अनेक सिद्धयोगी हुए जिनकी रचनायें संहिताओं के रूप में उपलब्ध हैं । 


इन ग्रथों के अ्रध्ययत से ज्ञात होता है कि आर्यों ने योगविज्ञान के सुदृढ प्राधार पर ही भारतीय 
संस्कृति की नींव स्थापित की थी (गीता 7|2-5 तथा गीता 3//-) । 


'बट्चक्रनिरूपण | तांत्रिकी विज्ञान की सर्वाधिक महत्वपूर्ण पुस्तक है। यह श्री तत्वचिन्तामणि 
नामक ग्रंथ का छठा अध्याय है जिसे पूर्णानन्द स्वामी ने पन्द्रहवीं शताब्दी में संकलित किया था। मूल 
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हस्तप्रतिलिपि श्रभी कलकत्ता में-सुरक्षित है । सर जौन वुड़फ ने इसका श्रंग्रेजी श्रनुवाद “सर्पेच्ट पावर” 
के नाम से किया है जो कि अत्यन्त म्रमपूर्ण है, जसा कि मैंने इस लेख में तथा पव॑वर्ती लेख में सिद्ध 
किया है. (जोशी, मुवनचन्द्र 7976) । 


योग पर आधुनिक लेखकों द्वारा लिखित काफी पस्तक मिलती हैं पर श्रधिकांशतः वे योग विद्या 
के मूल उद्देश्य को न समभ पाने के कारण अर्थहीत हैं। 


योग दशन में प्राणतत्व का विचार (फल श74 (००९७६ ० १४०84 ए08099) 


प्रकृति के सम्पूर्ण कार्यो को चलाने वाली जीवनी शक्ति के समष्टि रूप को ही योगशास्त्र “प्राण” 
की संज्ञा देता है । 


“तस्मिन अपः मातरिश्वा दघाति 
ईशावास्य उप० ।4। 


उपर्युक्त वाक्य के शांकरमाष्य/? से सिद्ध होता है कि समष्टि प्राण ही वह ऊर्जा हैं जिससे सूर्य 
तपता है, अग्ति जलती है, मेघ बरसते है तथा जीवधारी जीते हैं । 


अन्न आदि वनस्पतियाँ भी प्राण से ही जीवित रहती हैं (४? 


मनुष्य शरीर में प्रारण 


प्राण का स्थान मस्तिष्क में है ।” प्राण ही वह रस्सी है जिससे जोवात्मा इस स्थूल शरीर से बंधघा 
रहता है ।(? मोजन से प्राण का पोषण होता है। देह के श्रंग श्लौर ऊतक प्राण के न रहने से सूख 
जाते हैं | (5) 


मस्तिष्क से प्राण सुषुम्ण। की राह से होकर समस्त देह में प्रवाहित होता है ।” 


प्राण के प्रवहन की विधि ([7७708778807 ० 84 77770]86) 


तंत्रिकाओं में प्राण ऊर्जा किस रीति से प्रवाहित होती है यह प्राण शब्द की व्युत्पत्ति से स्पष्ट 
होता है 


“यस्मात्‌ प्रयाति अणुः भूत्वा तस्मात्‌ प्राण इतीयेते” 


“यह ॒ अ्रणु के रूप में चलता है इसलिये प्राण कहलाता है ।' यह उसी प्रकार है ज॑ंसे कि सुचालक में 
इलेक्ट्रानों का प्रवाह होने से विद्युत ऊर्जा चलती है । तंत्रिका आवेग (7०४७ 779र05$०) के चलने का 
भी यही तरीका झ्ाज विज्ञानसम्मत है। 


यह विद्युत्‌ ऊर्जा रूपी प्राण ही शरीर की सब क्रियाप्रों का प्रेरक है । 


जीवित व्यक्ति में प्राण ऊर्जा के प्रवाह से सम्पूर्ण तंत्रिका अक्ष निरन्तर विद्युतूमय होकर जगमगाता 
रहता है (” (जोशी, मुवनचन्द 976) । 
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तंत्रिका अक्ष के इस जीवन्त रूप की कल्पना आधुनिक तंत्रिकाशास्त्री अ्रभी तक कर नहीं पाये हैं, 
क्योंकि उनका अधिकांश अध्ययन मृत देह के अंगों पर ही होता है । 


दस जअारप 


योगयाज्ञवहक्य के अनुसार शरीर में प्राण के दस अनुभाग हैं, जो विभिन्न जीवधर्मी क्रियाओं के 
ब्रेरक तथा नियंत्रक हैं । वे इस प्रकार हैं (१7% 

अनुभाग . प्राण-यहू कान के पास से लेकर वक्ष तथा ऊपरी उदर तक क्रिया करता है। 
नच्छवास-उच्छवास क्रिया [शिग्रणाक्षाए इधढाणा एथीव००], खांसी प्रतिव्त [00घ४॥ 7265] तथा 
भोजन सभी पाचक रखों का नियंत्रण करता है। 7? 72 इस प्रकार यह शीर्ष परानुक्म्पी तंत्र ((:थ7गंत] 
ए8897040600 ) के सरूप कार्य करने वाला तथा उसका परयायवात्री है (चित्र ) 


अनुभाग 2. अपान --यहें श्रोरि गृहा (#?८शां० ०2५9) श्रंगों में क्रिया करता है (38) यह्‌ 
मिलाशय (१८०७४ ), मूत्राशय ([ध्ाए 9850०), शुक्राशय ($6फ्रांगवां एटआंएा० ) तथा गर्भाशय 
(॥०09) के पदार्थों का विसर्जन कराने वाला है |! इस प्रकार यह त्रिक के परानुकम्पी तंत्र (3६८०७) 
479897778/7600 5५४४० ) के समरूप कार्य करने वाला तथा उसका पर्यायवाची है (चित्र )। 


अनुभाग 3. समान-यह शरीर में सवंत्र मौजूद रह कर रक्त परिसंचरण (टफ०्पाशां०ा) का 
नियंत्रण करता है /” (7? । भोजन का रस तथा देह के उत्सर्जी पदार्थ रक्त के साथ ही साथ परिसंचरण 
करते हैं ।7? इस प्रकार यह समान वायु अनुकम्पी तंत्र ( $ण7एथ7०४० 5५४९४ ) के अनुरूप कार्य 
करने वाला उत्तका पर्याथवाची है । 


अनुमाग 4. उदान-यह देह की सभी ऐच्छिक मांसपेशियों के साधारण कार्य, व्यायाम कार्ये 
तथा वलप्रदर्शन के कार्यों का प्रेरक और नियंत्रक है ।!” ४४ इस प्रकार यह प्रेरक तंत्रिका संस्थान 
(507० ग्राण07 00000] 3५४०7) समरूप कार्य करने वाला उसका पर्यायवाची है । 


प्राण के श्रन्य अनुभाग ये हैं 
5. व्यान, 6. नाग, 7. कर्म, 8. कृकर, 9. देवदत्त, 0. घनंजय । 


दशम श्राण धतजय मृत्यु के उपरान्त भी देह के अंगों में बना ही रहता है १० श्रर्थात व्यक्ति की 
सृत्यु के उपरान्त भी उसकी देह के अंग और ऊतक जीवित बने रहते हैं। यह एक क्रान्तिकारी विचार है 
जिसकी परिचर्चा हम आगे करेंगे। 


भ्ज्ञा ओर प्राण 


दस प्राणों के उपयुक्त वर्णन से ज्ञात होता है कि ये सभी केवल प्रेरक तंत्रिका कार्यों (80०- 
70770 क्षा्त 8$09060 70.07 ०7075) के ही नियामक हैं । 
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संवेदक तंत्रिका कार्यों (85078077 7 ए075 #070007४8) को योगशास्त्र “प्रज्ञा या चेतना की 
'संज्ञा देता है। प्रश्ा हमारी चेतन आत्मा का ही प्रवर्ध (?70०[८८४०7) है। इसका स्वरूप प्राण के समान 
ही विद्युतमथ है । प्रज्ञा और प्राण दोनों शरोर में एक ही साथ रहते तथा एक ही साथ शरीर को छोड़ते 
हैं 7० चक्षु, कर्ण, जिहवा श्रौर उपस्थ आदि संवेदना ग्राहकों पर आरूढ़ होकर प्रज्ञा ही इन अंगों से प्राप्त 
“सूचना को बुद्धि के पास पहुंचाती है । (४० 
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न चित्र . दस प्राण 
घटचक्रों क/ वास्तविक स्वरूप 


योगशास्त्र के अनुसार सुषुम्ता में छ: तंत्रिका-चक्रों की रचना है (जोशी, भुवन चन्द्र 976) । 
-शै 7 


40 भुवन चन्द्र जोशी 


आधुनिक विद्वानों के मत से ये रचनाये तंत्रिका अक्ष में भौतिक रूप में मौजूद नहीं हैं (पंडित, एम ० पी० 
]979 तथा वुड़फ, जे० 958) । यह विचार नितान्‍्त पम्रमपूर्णा है ऐसा मैं नीचे सिद्ध करता हूँ । 

षट्चक्रों का सम्पूर्ण वर्णन इस लघु निबन्ध में देना सम्भव नहीं है, तथापि मातृकमिदतन्त्र से 
उद्धृत अंश द्वार मणिपुरचक्र के एक भाग का वर्णन नीचे देता हू, जिससे बटचक्रों की बनावट की भांकी 
मिलती है। (४) 

'सुषुम्णा में मणिपुर नामक महापदम (महान तंत्रिका वेन्द्र) है। इसके बाहर की तरफ नाभि 
पदुम नामक एक छोटा तंत्रिका केन्द्र संलग्न है, जिसके श्रन्दर काम क्रिया की आ्राहुति लेने वाला 
कामाश्नि का धारक होम कुण्ड (प्रगाव्फा ०5६०) है। यह कुण्ड तीन नालों (]२८:ए८ (४७०७) से 
सुसज्जित है । 


ऊध्वेनाल (38००7तांए8 7००.) सहखार ((८८०पाा) तक जाता है। यह शुक्ररूपी अमृत का 
धारक है तथा स्तनों की वृद्धि कराता है। 


मध्यनाल (](066 ४8०८) वृत्ताकार (०7०णध) है जो सुषुम्ता के श्रन्दर मूलाधार चक्र से 
अन्तःचाप सम्बन्ध (उराट75627९7(4] ००776०(079) बनाता है। 


अधोनाल (668८००ाग8 (४०) योन्यग्र (८॥079) या लिख्ाग्र (8005 7०7॥9 ) का प्रदायक 
होकर आनन्द की अनुभूति देता है । संभोग क्रिया द्वारा जो चरम आनन्द का अनुभव होता है वह इन्हीं 
तंत्रिका मार्गों के द्वारा सहुख्नार तक पहुँचता है । 


इस स्थान पर कामाग्ति के जनक प्राण वी उपस्थिति की पृष्टि षटचक्र निरूपण से होती 


हे | (22) 


इस सन्दर्भ में श्री वुड्रफ (958) के निम्त वक्तव्य पर घ्यान दें । 


“पट्चक्रों के अधिष्ठात इस स्थल देह से भली-भांति परिचित होते हुए भी जीवधर्मी विज्ञान 
षटचक्रों को देह में उपस्थित चेतना केन्द्रों के रूप में जानता नहीं है। जो लोग इनको वहां पर खोजेंगे वे 
सदंव ही निराश होकर लौटेंगे ।”” 


इससे स्पष्ट है कि श्री बुड़ फ योगशास्त्र के इस निर्देश की हृदयंगम कर नहीं पाये जो कि इतने 
स्पष्ट रूप से षटचक्नों के जीवरधर्मी स्वरूप को समभाता हे । | 
विवेचना 


योगशास्त्र में व्शित केन्द्रीय तंत्रिका तंत्र की स्थूल तथा सूक्ष्म रचना 


व! दिग्दर्शन में अपने श्रन्य 
लेख में कर चुका हूँ (जोशी, मुवनचन्द्र 976) । 


प्रस्तुत लेख में निम्न तथ्यों का विश्लेषण किया गया है । 
- चराचर जगत में तथा मानवदेह में प्राण का स्वरूप ऊर्जा का रूप है । 


मानव तंत्रिका तंत्र की क्रियाविधि ]4] 


2. दश प्राण जिन्हें आधुनिक विज्ञान 0707० तथा 8079470 परत 0०070! $फ४6०० 
“के नाम से जानता है, तथा प्रज्ञा जो कि 50509 $9श०7 का पर्याय है । 


3. तंत्रिकाओं में आवेग का चलना एक विद्युत प्रक्रिया है । 
4. व्यक्त की मृत्यु के अनन्तर देह के अंग जीवित रहते हैं । 


5. षठचक्रों की सुषुम्ता में मौतिक उपस्थिति तथा विद्युत्‌ प्रवाह के कारण तंत्रिका अक्ष का 
 प्रदीप्त रहना । 


योग की यह घारणा कि मृत देह में प्राण बना रहता है यह एक क्रान्तिकारी विचार है | पिछले 
दशक की अंगप्रत्यारोयपण की सफलताशोों ने इस सत्य को सिद्ध कर दिया है जिसे कि योगशास्त्र 
पांच हजार वर्ष पूर्व से मानता रहा है । इसके कारण चिकित्सकों को मृत्यु की परिभाषा ही बदलनी 
“पड़ी । 


योगशास्त्र अन्न तथा वनस्पतियों में भी प्राण के होने की पुष्टि करता है जो कि एक वैज्ञानिक 
सत्य है । 


पाश्चात्य विद्वानों का पूर्वाग्रह 


यह बात तो स्वमान्य है कि प्रधान उपनिषद ग्रंथ, योगयाज्ञवल्क्य तथा महाभारत ये सब बुद्धकाल 

(600 ईसवीपूर्व) से पूव॑वर्ती रचनायें हैं। हम जानते है कि आधुनिक तंत्रिका विज्ञान का पूर्ण विकास 

मात्र पछली एक या डेढ़ शताब्दी में हुआ है यद्यपि प्राचीन यूतानियों को भी इसका आरम्भिक 
ज्ञान था । 


यूनान के अलग्जन्ड्रियन स्कूल के इरासिस्ट्रासस (250 ई० पु०) के द्वारा प्रतिपादित न्यूमेटिज्म 
का सिद्धान्त स्पष्ट ही उन भारतीय योगियों के प्राणवायु के सिद्धान्त से प्रभावित है जिन्हें अलक्जेंडर 
"अपनी भारतविजय के अनन्तर अपने साथ ले गया था (कंम्ब्रिज हिस्द्री आफ इंडिया भाग !) । 


इस प्रकार पाश्चात्य ऐतिहासज्ञों की यह दलील कि सर्वप्रथम योरप ने तांत्रिकी का ज्ञान प्राप्त 
“किया था बिल्कुल थोथी है (सिंगर, एस० एंड अ्रंडरखुड, ई० ए० 962) | 


इस सन्दर्भ में ग्रे की अनाटमी (973) के इन स्वर्णाक्षरों का अवलोकन करें--“माना कि 
“प्राचीन काल में वेज्ञानिक शोध के हेतु उच्च तकनीकी जानकारी का श्रमाव था, तथा शोघ के साधन 
निहायत मामूली थे, पर तो भी यूनानी स्कूलों की पूव॑वर्तो विश्व की सभी सम्यताओं के द्वारा तांत्रिकी 
विषयक निरीक्षण अथवा केवल अनुमान मात्र का भी सर्वथा अमाव होना बड़ा आश्चर्यजनक है ।” 


मेरे द्वारा उल्लिखित योगविद्या के उपयुक्त तथ्य को देखते हुए, इन लेखक महाशय का प(ूर्वाग्रह 
“स्वतः सिद्ध है । 


[42 मुवन चन्द्र जोशी 


योग का दृष्टिकोण 
चेतना के जिस घरातल पर हम मानव जीते हैं उससे अधिक ऊँचे चेतन्य को प्राप्त कराना ही” 
योगविद्या का एकमात्र उद्देश्य है । 
भूख और कामिच्छा ये दो महाशक्तियाँ ही इन्सान को जिन्दगीमर भटवाती रहती हैं । श्रतः. 
इनकी जैविक क्रियाविधि ( छा00श04 77९०0क7४॥ ) को समझ कर इनपर विजय प्राप्त करना यह 
योगसाधना की प्रथम सीढ़ी है । 


इस प्रकार केवल आत्मोन्नति हेतु ही योगशास््र तांत्रिकी के सम्पूर्ण ज्ञानमंडार का उपयोग करता 
है । विज्ञान की विद्योचित उन्नति (40896फ%ॉआ० 860ए870०९॥7९70 ० 8०७7०९) या रोगों के उपचार 
(४००४००४४८७) में सहायता करना योग विद्या का उद्देश्य नहीं है । 


अनेक रोगों के उपचार में योग से सफलता अवश्य मिलती है पर यह उमप्तका गौण फल है । 
इस प्रकार योग का दृष्टिकोण एक सही दृष्टिकोण है और इसको भलीभाँति समभने के लिये 
प्रावश्यक है कि हमारे वैज्ञानिक प्राचीन योग ग्रथों का मूल संस्कृत में स्वतन्त्न उप से अध्ययन करें। 
निष्कर्ष 
. योग दर्शन का विकास उत्तरवेदिककाल में हुआ था ! 


2. चराचर जगत्‌ की जीवनी शक्ति ही प्राण ऊर्जा कहलाती है । यह विचार योगदर्शन का एक' 
स्तम्म है । 

3. देह में विभिन्‍न जेव क्रियाओं के नियामक दस प्राण हैं जिन्हें श्राधुनिक तंत्रिकाशास्त्री 
5्ञाएकीलां2ट, एक्का१5फ70476०7०, 800970 इलाइ0'7 तथा 50740 77007 $ए४७९7॥० के नाम 
से जानते हैं । 

4. तंतिकाश्रों में प्राण के आवेग का चलन एक विद्युत प्रक्रिया है। निरन्तर विद्युत प्रवाह के 
कारण जीवित व्यक्ति का तंत्रिका श्रक्ष प्रकाश से जगमगाता रहता है । 


5. केन्द्रीय तंत्रिका अक्ष में छः प्रधान तंत्रिका चक्र मौजूद हैं जो प्रपने आरोही और अवरोही' 
संचार पदों (65०शातांग्रड थात 6९४5००००४४४ आ॥०४७ 08०७) के सहित शरीर की विभिन्न जीवधर्मी 
क्रियाओं का संचालन करते हैं । उदाहरणत: मणिपुर चक्र प्रजनांगों की संवेदना को मस्तिष्क को भेजता,. 
कामक्रिया का नियंत्रण करता तथा स्तन आदि लेंगिक लक्षणों की वृद्धि करता है। 


6. पाश्चात्य विद्वान इस महान योगविज्ञान को झ्रनदेखा करके यो रप को तांत्रिकी का आविष्कारक: 
बताते हैं, यह असत्य है । 


पठनीय 


() तस्मिन्नपो मातरिश्वा दधाति ।ईशावास्य उप० | 4 । 


मानव तंत्रिका तंत्र की क्रियाविधि [45 


शांकरभाष्य--तस्मिन्‌ आत्मसत्वे सति नित्य चैतन्यस्वभावे मातरिश्वा वायु गस्मिन्नोतानिप्रोतानि 
यत्सत्रसंज्ञक॑सर्वस्थ जगतो विघायितृ समातरिश्वा, अप: कर्माणि प्राणिनां चेष्टालक्षणानि अग्नि आदित्य 
प्जन्यानादीनाम्‌ ज्वलन दहन प्रकाशन अभिवर्ष णादि लक्षणानि दधाति विभजति इत्यर्थ : । 


(2) 


(6) 


(7) 
(8) 


(9) 


(0) 


पूयति वा5न्न ऋते प्राणात्‌ 
वृहृदारण्यक उप० 


मुर्घानमाश्चितों वन्हिः शरीर परिपालयन्‌ 
प्राणो मूध्नि चाग्नो च वतमानो विचेष्टते ।। 


महाभारत आरण्यक पर्व 203 + 4 


प्रणस्य का गतिरित्यान्नमिति होवाच । 
छान्‍्दोग्य उप० ]। 8 


रस: प्राणों हि वा भ्रंगानाम्‌ रस: तस्मात्‌ यस्परात्‌ 
कस्मात्‌ च पंगात्‌ प्राण उत्क्रामति तदेव तत्‌ शुष्यति 
एष हि व्‌ ग्रंगानाम्‌ रसः ॥ 
वृहृदारण्यक उप० ]॥ 3। 9 


इडा पिंगला सौष्‌ म्णा प्राणमार्गेच संस्थिता। 
सतत प्राण वाहिन्य: चू्द्रसूर्याग्निदिवता ॥। 


योगशिखोपनिषत्‌ 2]-22 
यस्मात्प्रयात्यणुभू त्वा तस्मात्प्राणइतीयेते । 


अधश्चोष्वंश्व कुण्डल्या परीत्य प्राणसंज्ञकः 
तिष्ठन्न तेष. चक्रेष्‌, प्रकाशयतिदीपवत ॥। 


योगयाज्ञवल्क्य 4 । 5 । 


प्राणो$पान! समानएच उदानो व्यान एवच । 
नाग: कूर्मोइ्थक्रररो देवदत्तों घनंजय: 
एते नाडीष सर्वासु चरन्ति दशवायव: 


योगयाज्ञवलल्क्य 4 । 47-48 


रोमरन्ध्र शच नवमि विप्मृत्रादिविसरजजनम्‌ 
कुर्वेन्ति वायव: सर्वे शरीरेष्‌ निरन्तरम्‌ ॥ 


योगयाज्ञवल्क्य 4॥ 65 


444 


(]) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


भूवत चन्द्र जोशी 
आस्य नाधिकयोमंध्पे ह्ृन्मध्ये नामिमध्यमे । 
प्राणालयइतिप्राहु: पादांगुष्ठेअपिकेचन ।॥। 
योगयाज्ञ० 4। 50 
तिश्वासउच्छुध्रासकासादइच प्राणकर्म तिकी त्य॑ते 
अपानावयो: कमेंतहिपण्मृत्रादि विसर्जनम्‌ ।। 
योगयाज्ञ० 4। 67 


प्राणापान समायुक्तः पत्राम्यन्न चतुविधम 
गीता 5। 4 
प्रपाननिलयं केचित्‌ गृदमेढ उरू जानुष्‌ । 
उदरे वृषणे कट्यां जघनौ तो वदन्तिहि 
योगयाज्ञ० 4 ॥ 52 
समानवायुरेवेक: साग्निर्व्याप्याव्यवस्थित: । 
अग्निभि: सह सर्वत्र सांगोपांग कलेवरे।॥। 
योगयाज्ञ ० 4 ॥ 56 
समानवायुनासाध रसं सर्वासु नाडिष । 
व्यापयन्‌ धातु रूपेण देहे चरति मारुत: ।। 
योग याज्ञवल्क्य 4॥ 65 
धातुष्वग्निस्तुवितत: सतुवायु समीरितः । 
रसान्धात्‌ श्च दोषाश्च. वर्तेयन्परिधावति ।। 
महामारत आरण्यकपवें 203। 2] 
उदानकम तत्परोक्त देहस्य उन्नयनादिषत्‌ 
योगयाज्ञ० 4॥ 68 
प्रयत्ते कर्म बले य एकस्त्रिषु व्तते । 
उदानकम तत्परोक्‍त श्रध्यात्मविदुषोजनाः ॥। 
महाभारत आरण्यकपव्व 203 । 9 


न जद्माति मृतं वाडापि सर्वव्यापी घनंजय: । 


योगशिखोपनिषत्‌ । 26 । 


(9) 


(20) 


(2]) 


मानव तंत्रिका तंत्र की क्रियाविधि ]45. 


यो वे प्राण: सा प्रज्ञाया वा प्रज्ञा स प्राणः 
सह हिएतो अस्मिन्‌ शरीरे वसतः सह उत्क्रामन्तः 
ग्रथ' खलु यथा प्रज्ञायां सर्वाणिभूतानि एक भवन्ति 
तत्‌ व्याख्यास्याम: 


कौशीतकी ब्राह्मणोपनिषद 3 । 4 


प्रज्ञया प्राणं समारुह्म पध्राणेत सर्वान्‌ गन्धान आप्नोति । 
प्रशया चक्ष समारुद्य चक्षुषा सर्वाणि रूपानि आ्राप्नोति 
प्रज्ञुया श्रोत्रंसमारह्य श्रोत्रेत सर्वान्‌ शब्दानाप्तोति । 
प्रञया जिद्वामारुह्म जिह्नया सर्वावरसानाप्नोति । 
प्रजया शरीरंमार॒ह्य शरीरेश सुखदुब्दे आप्नोति 
प्रञया उपस्थमारुह्य उपस्थेव रति प्रजातिमाप्नोति । 


कोशतिकीब्रह्मणोपनिषद 3 । 6॥ 


माणपुरस्यवाहये तु नाभिपद्मंनोहरम्‌ 

अष्टपन्र तथा वुन्तं तन्मध्ये कुण्डदुलभम्‌ ॥। 
चतुरस्ताडिकंदेवि तत्कुण्ड कामरूपकम्‌ । 
एवं कुण्ड महेशानि' नालत्नयविभूषित॒म्‌ ॥ 
ऊध्वंनाल॑ सहस्रारे पराम्नतविभूषितम्‌ । 
मध्यनालं नाभिमुले मुलाधारे च सुन्दरि ।। 
आलिगाग्रमघोनाल सदानन्द मयं शिवे । 
होमकुण्डमिदं देवि सर्वेतन्त्रे परिष्कृतम्‌ ।। 


मातृकामेद तनत्रे तृतीय.पटल: । 7-- 28 


मणिपूरं महापदम सुषुग्णा मध्य संस्थितम्‌ | 


तस्यनालेनदेवेशि नाभिपद्म मनोहरम्‌ ।। 
वक्‍त्रत्रयसमायुकक्‍तं॑ सदाशुक्र विभूषितम्‌ । 
ऊध्वनालं सहस्नारे अतः शुक्र विभूषितम्‌ । 
तस्मादेव स्तनद्वन्द॑ वर्धवे च दिने दिने ।। 
भध्यनालं सुषुम्णान्तं वताकारं सुशीतलं । 
आलिगाग्रमघोनाल॑ सदानन्दमयंशिवे ॥ 
श्रुणुचावंगि सुभगे तन्‍्मध्येलिग ताडनात्‌ ॥ 
यद्र पंपरमानन्द तन्नास्ति भूवनत्रये || 


मातृकमिदतन्त्रे 2 । 4--8 
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00 


40. 
4]. 


42< 


3. 
)4. 


भवन चन्द्र जोशी 


(22 ) कोंण तत्‌ त्रपुराख्यं तडिदिवविलसत्कोमल कामरूप । 
कन्दर्पो नाम वायुविलसति सतत तस्पमध्मेसमन्तात । 


षट्चक्रनिरूपण । 9 


निर्देश 
ईशावास्य उपनिषद 972 पन्द्रहवां संस्करण, शांकर भाष्य सहित, गीताप्रेस, गोरखपुर 
कैम्ब्रिज हिस्ट्री आफ इंडिया, भाग प्रथम पृ० 359. सं० रैपसन, ई० जे०, कैमिब्रज यूनिर्वासटी प्रेस 
ग्रेज अनाटमी, 973 पृ० 735, 35 वां संस्करण, चचिल लिविगस्टन लिमिटेड, एडिनबर्ग 
छान्‍्दोग्य उपनिषद ]962 चौथा संस्करण, गीताप्रेस, गोरखपुर 


जोशी मुवनचन्द्र योगशास्त्र में तंत्रिका तंत्र का तथा कथित रहस्यमय वर्णन, विज्ञान परिषद अनुसंघान 
पत्रिका 976 3, 273-298 


ब्रिग्स, जी० डब्लू० 938 गोरखनाथ एंड कानफटा, योगीज पृ० 308 प्रथम संस्करण, मोतीलाल 
बनारसीदास, दिल्‍ली 


वृहदारण्यक' उपनिषद, 962 दूसरा संस्करण, गीता प्रेस, गोरखपुर 


महामारत, आरण्यकपर्व 969 प्रथम संस्करण, श्रीपाद दामोदर सातबलेकर, स्वाध्यायमंडल पारडी, 
बुलसाड 


मातृकभिदतन्त्र 933, कलकत्ता संस्कृत सीरीज, सं० चिन्तामणि भट्टाचाये, मेट्रोपोलिटन पब्लिशिंग 
हाऊस, कलकत्ता 


योगयाशज्ञवल्क्यम्‌, प्रथम संस्करण, सं० के० साम्वशिवशास्त्री महाराजा आफ त्रावणकोर, त्रिवेन्द्रम 
योगशिखोपनिषत्‌ उपनिषत्‌ संग्रह प्ृ० 467 प्रथम संस्करण, मोतीलाल बनारसीदास, दिल्‍ली 


सिगर, एम० तथा अंडरवुड, ई० ए० 962 ए शार्ट हिस्ट्री आफ मेडिसिन, प्रथम संस्करण पृ० 6 
आक्सफोड्ड यूनिवर्सिटी प्रेस 


श्रीमत्‌ भगवत्‌ गीता तत्वविवेचतीटीका 965, सं० जयदयाल गोयन्का गीता प्रेस, गोरखपुर 


पट्चक्रनिरूपण, आ्थर एवलोन तांत्रिक टेक्स्ट सीरीज माग 2, सन्‌ 94] सम्पादक तारानाथ 
विद्यारत्न, लुज़ाक एड को० लंदन 


वुड़फ जे० 958. सर्पेन्टपावर, छठा संस्करण पृ० 0. गणेश एड कम्पनी, मद्रास 


४ ]7]373 ?97[5॥32 ठ॑ 2053970693॥ ?8८॥[ [9 
४० 20. |३०. 2, 97, ।977, ९३४९६ 47-52 


फ्रिए श्रेणी की नारलण्ड परम संकलनीयता गुणक पर टिप्पणी 
सरज्‌ प्रसाद यादव 
गरितत विभाग, विक्रम विश्वविद्यालय, उज्जन 


[प्राप्त--अप्रैल 4, 976 | 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में फूरिए श्रेणी की नारलुण्ड परम संकलनीयता गुणक से सम्बन्धित दो परिणामों 
'को दर्शाया गया है । इन परिणामों के विशेष उदाहरणों को भी दिये गये हैं । 


5& 0509८ 


4. ॥066 ० ब)50]ए/० र०ाएाते बाधधधपानाएंए बिटण5$ड 0 #णांश' इशा65, छझ7 8400 
27988806 १६089, 80000 0 8065 7 शहवा08., 800 90805008, शोधरबा। एाएटा३9, ऐंग]भाए, 


॥0 (75 706 एड 97076 (ज़0 768६४ ० 80806 'रठ6]प्ात 5प्रातर490॥79 [80075 ० 
क0प्रापछः इटा88.,.. शिक्रा!"पऐ्रोत्ा 30/॥0807075 ॥9५8 &50 0९९7 06€06प2९0. 


4. मसाना [2 लेबेस्क अझनुकलनीय फलन है जो प्रखण्ड (0, ») में परिभाषित है और 2# 
आावतंताांक का आवर्ती फलन है। /.) से सम्बन्धित फूरिए श्रेणी 


0०) 05 
3-40 -+- 4 (5५ 0०005 # +- ०५ शंए #3) न 2 4, (-) 
है 0 


है जहाँ पर ०,, 8, फूरिए गुरणांक हैं । 
समानता १(४) +/ (४+-४) +/(४--४) -- 22) ("2) 
माना कि (७,) वास्तविक संख्याश्रों का अनुक्रम है जहाँ 


४,५-४०७ -+/03 7 »००-72॥3 7285 0-६ /7..: 5 0, /८>> . 
7 6 
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2. हम निम्न प्रमेय सिद्ध करते हैं । 
प्रसेय ॥ 


माना (७,) एक दिष्द अचरोही अनुक्नम (7070007्रां० 6००0७४»॥8 5०५००7०५) हैं जहाँ पर 


है #, * का 092 #<_ ०० (24): 
है ॥ 
अब यदि 
9 |9(४)| +._ । 3) 
मि कन0 [08:) , #२0 (22) 
8-0 तो श्रेणी 


00 
30770/5%-4), 


४ जा ड 


संकलनीय |/५, 9,| होगी जब (७,) अनृणात्मक अ्वद्धमान हो और (9,-/,.)) अवरद्धंमान हो । 


प्रमेय॒ 2 
माना (#॥) धनात्मक एकदिष्ट अवनतशील अनुक्रम है जो प्रतिबन्ध 
90 बन 
हा ॥%, * /,, [09 #<_ ०0 (24) 
पूरी करता है तब श्रेणी 
5 70, - 4,(:८) (2'5)' 


संकलनीय [»४, »,| होगी यदि (७,] प्रमेय ! के श्रतुमार हो एवं प्रतिबच्च (22) पूरी होती हो । 
इन दोतों प्रमेयों के निम्नलिखित विशेष रूप दशेनीय हैं । 


उपप्रमेथ ॥ 


श्रेणी 2 #%,4» संकलनीय [८, !| है, यदि प्रतिबन्ध (2-) ओर (2-2) पूरे है । 


उप प्रमेय 2 


शक का ' 7028# ह फ 
श्रेणी «४ “7 “४ संकलनीय [४, ग्रया | है, यदि दशाएँ (2.]) और (2-2) मान्य हो । 


अतः 


फ्रिए श्रेणी की नारलुण्ड परम संकलनीयता ग्रूणक पर टिप्पणी ]49 


उपग्रप्तेय 3 


श्रेणी < 77,4,; संकलनीय 0, 4] होगी बशरत दशा (2-2) और 75? 77, अप ट ८; 


< ०० मान्य हो । 
उपप्रमेंय 4 

शा, रु] न्च्च्ा भ्थ 

श्रेणी £ ४7४4% संकलनीय 2१५ होगी बशतें दशाएँ (2-2) श्ौर 2%५ <०० मान्य हो । 


हमें अपने प्रमेयों ((, 2) को सिद्ध करने के लिए निम्न प्रमेयिकाओं की आवश्यकता है । 


प्रमेधिका ॥ 


प्रतिबन्ध (22) मान्य होने पर 





2 ४ * 40 (2050 [08 ४) (3-) 
प्रमाण 
4 (७) &< 2 (६ 4/(2)-- की 70) 2 (६ 205 (7-->) #८ * था 
क्र 
700०-0० ७० (हज) काना | 40 “बट 4 
+ (2(8 08 7). 
प्रसेयिका 2 


माना 2०, एक अनन्त श्रेणी है जहाँ 


भर (4|5-(2(7 ॥0९ ४), (32) 
है # 
तब यदि (#%&,) प्रतिबन्ध (2-]) पूरा करता हो और (#॥) प्रमेथय / में वणित श्रनुक्रम हो तो श्रेणी 
डा 74 ) 44 + ; 
्य न , संकलनीय [.४,७,| होगी । 
प्रभार 


मेहरोत्रा 2 की ही तरह सरल करने पर और प्रतिबन्ध (2:) के सम्प्रयोग से प्रमेयिका सिद्ध हो 


"जाती है । 
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प्रसेधिका 3 


माना 26, कोई ग्रनन्त श्रेणी है, जिसके द्वारा 
हि /६/;;--(2(४ 092 ४) (3-2) 
व 


प्रतिबन्ध मान्य है । तब श्रेणी 2'#%, ०, संकलनीय [/४, »,| है । यदि प्रतिबन्ध (2-4) मान्य हो और (#,)- 
साध्य 2 मे वणित अनुक्रम हो । 
प्रमारण 


माना (80) श्रेणी 72%, ०५ का नारलुण्ड माध्य है तब 


[7- 
५ 4५ 2 व 


7;-7 
अल ४० की चर 4( 0,-/॥-] -:/08) गधा. 4(+7 
4... ? 


/7-7. 
र्तः मा आकर 2] 200( ४-४... |;.. ) ॥7[+] - 5/॥+ 7 
4; । है 


“+०27+2५ (माना) 


भ्रव एबेल रूपांतरण की सहायता से सरल करने पर 





25२० ( । ] ८ 4-६] 706४-+-३|.. का |8/+7| 
॥ ॥ / 0 /(८-- 


ध्चट् 
+0० ) हे (72॥-+--४77/४-४#-3) ८७४7//-व ' [2...7| 


4३0-व 


[02%7#४ 
-+-0 77% मत ! 
हु ) कल 8/.4 "₹ “(/८-+- )4&. 


इसे प्राप्त करने के लिए हम निम्न सम्बन्ध का ध्यान रखते हैं 
22॥-नबन ४28 (/८--) ((0॥-#-4 -+ /2/-/#) (#7--) #५..६- “/70॥/-/#-3) 


और (#--) #/+4 € 7... 


फूरिए श्रेणी की परम नारलुण्ड संकलनीयता गुणक पर टिप्पणी ।5] 
3 | ४ 
अब साना <35०[%४.]+०१३४,)]+ ० (7४ फ -) 
72 


55 00 /772--2 
किन्तु < टि2467% के (2, पीबन-शा 20-#-३) ८/६+ + (ै-) 08 (#-+7) 





स्प्रे /७7॥४.३ - (/:+ ३ ) 02 (//--) 3 ([2॥-#-9 7 /?7-/-2) 
50 ध्र््फनदि 


6 गज ॥ 


न 0 | 0 या -/ ८ का | 08 007 7 
हक 0 चकित 


*, (८-+-) 0 %॥, - 08 (£+ "| 
--0(), प्रमेयथिका की दशानुसार यह सत्य है 


इसी प्रकार अन्य भागों को सरल करते हुए हम पाते हैं कि 2' |॥,-7;-3|< ०० और प्रमेयिका को 
उपलब्धि हो जाती है। 


प्रसेय । का प्रसारण 
प्रमेथ ! की उपपत्ति प्रमेयिका ! श्रौर 2 से पूर्ण होती है । 


प्रसेय 2 का प्रभार 
प्रमेथ 2 की उपपत्ति प्रमेयिका ! श्ौर 3 से पूर्ण हो जाती है । 


4... इस अनुभाग में हम फूरिए श्रेणी की और सम्बद्ध फूरिए श्रेणी (7क्ा[ंप्रइक० ४०प्रापंध 
50768) की नारलुण्ड परम संकलनीयता का कुछ और विश्लेषण चाहेंगे । इस टिप्पणी में फरिए श्रेणी 
उस फलन से सम्बन्धित है जो प्रखण्ड (0, 27) में लेबेस्क अनुकलनीय हैं। यदि ,७, और ,$,' क्रमशः 
फ्रिए श्र णी और सम्बद्ध फूरिए श्रेणी के ४वें आंशिक योग हों तो, 


५५7-0(]08 7) (4') 
५, --0(08 #) (4-2) 


प्राय: सभी बिन्दुश्रों के लिए जो प्रखण्ड (0, 29) में है, सत्य है ।// इस प्रकार प्रतिबन्ध (3:) पूरा हो 
जाता है और प्रमेय | तथा 2 का निम्नवत्‌ रूप हो जाता है । 


प्रसेष 3 


प्रतिबन्ध (2.) मान्य होने पर श्रणी (2.3) प्रखण्ड (0, 2%) के प्रायः सभी बिन्दुश्नों पर 
संकलनीय [/५, #,,| है । 
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प्रसेथ 4 
प्रतिबन्ध (2.4) मान्य होते पर श्रेणी (2.5) प्रखण्ड (0, 2) के प्रायः सभी बिन्दुओं पर 
संकलनीय |[/५, /,| है । 


प्रमेय 3 तथा 4 में वर्णित श्रेणी 24, के स्थान पर सम्बद्ध फरिए श्रेणी के सामान्य पद 8, को 
प्रयृक्त किया जा सकता है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० घनश्याम पाण्डेय का आभारी है जो इस शोध में प्रेरक रहे हैं । 


निर्देश 
. मेहरोत्रा, एन० डी०, प्रोसी० जापान अकादमी, ! 965, 4/, 45-5. 
2. रोगोसिस्की, डब्ल्यू० डब्ल्यू० ए०एरत॑«: 5८768 कैस्ब्रिज, 968 


3. यादव, सरजू प्रसाद, जनें० इण्डियन सेथ० सोसा०, 974, 38, 329-335. 
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काडिया आब्लिका की जड़ों का रासायनिक परीक्षण 
न्तोष कुमार श्रीवास्तव, मुहम्मद सुल्तान तथा जे० एस० चोहान 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 


[प्राप्त--म।्चे 4, 976 | 


सारांश 


कार्डिया भाब्लिका की जड़ों से पांच यौगिक निकाले गये । उनमें से एक का वर्णन दिया गया है, 
जिसे 8&- सीटोस्टेराल के रूप में पहचाना गया है । 


७787८ 


(आश्ांट्यों €ऋन्यातंतवातणा 00 6 70005 ० टणातां8 00008. 829 5. 7६. 5877५98(9५798, 
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<०ागधप्रंदका।णा १63 जाग ॥6 १6४००एाका णी 06 ण 60 शञांएा ए३5 एीशाबएाॉशाशशते 88. 
8-57008670. 


काडिया आब्लिका बोरेगिनेसी कुल का सदस्य है । हिन्दी में इसे लसोड़ा के नाम से जाना जाता 
है । यह एक मध्यम आकार का पौधा है जिम्की शाखायें अरोमिल; तना हल्का भूरा, मुलायम, श्रन्त: 


काष्ठ रहित; पत्तियां अछिन्न भ्रथवा एकल श्वदंत; फल छोटा; फल मीठा होता है । इसके विभिन्‍न भाग 
ओषधि के रूप में प्रयुक्त हुये हैं । 


प्राप्य साहित्य देखने पर ज्ञात हुआ कि कार्डिया आब्लिका की जड़ों पर पहले काम नहीं हुआ है । 


पौधे की उष्ण कटिबन्धीय वनों से प्राप्त होने वाली कुछ जातियों पर कार्य किया गया है । 7“ 
तिवारी तथा सहयोगियों ने इस पौधे के बीजों पर हुये कार्य का वर्णन किया है । / 


प्रयोगात्मक 


काडिया आब्लिका की 0 कि०ग्रा० सूखी, चूरित जड़ों को एक 0 लीटर वाले गोल पेंदी के 
फ्लास्क में ऐल्कोहल के साथ 5 दिन तक 8 घण्टे प्रतिदिन विद्युत जलऊष्मक पर पश्चवाहित करके 


[54 सन्‍्तोष कुमार श्रीवास्तव, मुहम्मद सुल्तान तथा जे० एस० चौहान 


निष्कषित किया गया । निस्यंदित गरम निष्कर्ष से ठंडा होने पर श्वेत क्रिस्टलीय यौगिक मिला जिसे 
निस्यन्दन द्वारा अलग. कर लिया गया। निस्यन्दः को इसक्रे आयतन' के आधे भाग तक सान्द्रित किया 
गया और 2 दिन तक एक प्रशीतित्र में रखा गया। पहले की भाँति एक और श्वेत पदार्थ प्राप्त हुआ । 
दोनों श्वेत पदार्थों को मिला दिया गया और उसका शअ्रध्ययन किया जा रहा है । 


निस्यन्द को यथ्थेष्ट सान्द्रित करके भ्रासुत जल में डालने पर दो प्रभाज प्राप्त हुए--. जल श्रविलेय 
तथा 2. जल विलेय । जल-प्रविलेय प्रभाज को हेक्‍्सेन के साथ दो-तीन दिन तक पश्चवाहित किया 
गया । इसको गरम अवस्था में ही निस्‍स्थन्दित करने से एक शभ्रव्शेष तथा एक हेक्सेन विलेय प्रभाज 
मिले। हेक्सेन विलेय प्रभाज को सान्द्रित करके, प्रशीतित्र में 2 दिन तक रखने पर श्वेत पदार्थ प्राप्त 
हुआ । इसे क्लोरोफार्म : बेन्जीन (: 9/५) से क्रिस्टलित करने पर प्राप्त पदार्थ सिलिका जेल जी 
तथा पत्र वर्णलेखन के प्रति समांग पाया गया । 


शुद्ध पदार्थों का रासायनिक परोक्षरण 


तत्वों के विश्लेषण तथा योगिक के अणुभार निश्चयन से पदार्थ का अण सूत्र 0,,प8,,0 प्राप्त 
हुआ । 


25 
इसका विशिष्ट ध्रुवण घर (“| » 30-87 (क्लोरोफार्म में) भ्रौर एक स्टेराल व्युत्पन्न की 


सभी लाक्षणिक घनात्मक रंग अभिक्रियायें दी। “४ टेद्ानाइट्रो मेथेन के साथ घनात्मक परीक्षण से 
श्रोलिकिनीय बन्ध की उपस्थिति प्रदर्शित हुई । 


यौगिक ने एक मोनो-ऐसीवेट, गलनांक 26-27", अणुसूत्र लत प्त,,0,, [०]१०-- --39.%4 
(कलोरोफार्म में) तथा एक मोनो बेन्जोयेट, गलनांक 4-42० अणुसत्र ए५८स,,0, [८],१९---4.2 
(क्लोरोफाम में) बनाये, जिससे प्रदर्शित हुआ कि आक्सीजन एक ऐल्कोहल समृह के रूप में है । 


अवरकक्‍त स्पेक्ट्रम ([87 में) 3440, 2950, 2880, 650, 470, 390, 305, 268, 060, 
025, 955, 835 तथा 800 से० मी० पर शिखर प्रदर्शित किये । ये सभी शिखर /-सीटोस्टेराल ० जैसी 
संरचना के सूचक हैं । 


८/४५ 
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0 ( 8- सीटोस्टेराल ) 


काडिया आव्लका की जड़ों का परीक्षण ]55 


#-सीटोस्टेराल के प्रभावी नमृने के साथ सह वणलेखन तथा मिश्रित गलनांक द्वारा यह प्रदर्शित 


हुआ कि यह यौगिक भी /-सीटोस्टेराल ही है। इसकी पुष्टि इससे भी हुईं कि प्राप्त यौगिक तथा /8- 
सीटोस्टेराल के प्रामाणिक नमूने के अवरक्त स्वेक्ट्रम एक ही प्रकार के थे । 


40. 
4. 


हि। 72 
है! 802 


:44, 


निर्देश 
इन्स- आफ पेपर केमि एप्पलिटान विस, फारेस्ट प्रोडक्ट्स रिसच सोसा० रित्रिन्द नं० 434, 7 
(पृ०), 95], दाप्पी 34, 85-(957). 
इन्स आफ पेपर केमि एप्पिलिटान विस, फारेस्ट प्रोडक्ट्स रिसर्च सोसा०, 952, 3, 237-47 
इन्स आफ पेपर केमि० एप्पलिटान विस, फारेस्ट प्रोडक्ट्स रिसर्च सोस7०, 952, 3 45-47 


तिवारो, आर० डी०, श्रीवास्तव के० सो ०, शुक्ला एस० तथा बाजपेयी, आर० कै०, प्लॉट सेंडि० 
967, 5(3), 240-4 


सालकोवस्की, ई०, होपी सोलरसे 2, 908, 57, 52] 
लीबरमान, सी०, बर० डच० केस० जेंस०, 885, 804 


नोलर, सौ ० आर०, स्मिथ, आर० ए०, हरिस, जी० एच० तथा वाकर, जे० डब्ल्यू०, जर्नें० अमें० 
केमि० सोसा०, 942, 64, 3047 


शुगाज्यु, केमि० जीग० 900, 24, 542, 
ब्राइस कार्नी, सी० एच० और ब्रीनर, एम०, फार्म एसीटा हेलू , 953, 28, 39 
रुजिका, एल०, लीविंग, एस०, ऐन० केमि० 929, 25, 47 


फीसर एल० ई०, ॥7%6 (#०एं४ाए ए विक्वणाओं ?706प९७ 76]00000 (0 ?[70727॥97076, 
राइनहोल्ड पब्लिशिग कारपोरेशन, न्यूयार्क 937 


न्‍ै ५ 


रोजेनहाइन, बायो केमि० ज०, 929, 23, 47 


स्‍्टाल और जूकर, बी० (०१67 श९०८४०03 ० 87६ 74928 पीच० के०, और ट्रेसी, एम० 
यू० द्वारा संपादित स्प्रिन्‍्गर बेरलाग, बलिन, 64, 955 
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उच्च ऐहल्केनों का आन्तरिक दाब 


विजय कुमार शाह 


रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
| प्राप्त---जून 6, 976 ] 
सारांश 


अरेखिक पेरामीटर (8/4) तथा समउष्मीय संपीड्यता (8,) का प्रयोग करके द्रवीय उच्च ऐल्- 
कैनों हेप्टेन, आक्टेन, नोनेन, डोडेकेन एवं हेवसाडेकेन) के लिए आन्तरिक दाब (7,) की गणना विभिन्न 
दाबों एवं तापों पर की गई। #; का मान ताप बढ़ाने से घटता है एवं दाब बढ़ाने से बढ़ता है। 
-:09,- समूह की वृद्धि से इन द्रवों के आन्तरिक दाब में वृद्धि होती है। 


+$7987' ८ 


पाहट्राथों फा९डडप्रार ० गंंशोाश' बातशारड, 7 शोध &ूफाओए' 98047, 06ए9थ्ा767 0 
(#हापरंआए५, एगाएट739 ० 3]99020. 


6 ाशिणवां 97858प76 (2;) 007ए6 कीशीश' (6/065 गध्यारंए, ॥60(996 000906, 7079706, 
804860%70९ 3706 ९580९0६॥76 998 08९0 007779फ7066 प्रशआए बदा0200 ०07770968॥ 00779 (8,) 276 
॥07647फए एथ्लद्याट6० (8/4) 38 8 पिएा।0! 0०7790बवाप्रा8 800 छ97688प76, ॥6 एथ/प९ ०0 
75 000706 40 682/९६४७ जात ॥70838792 [655प78. वग्ञाी70(00007 0--(छ, -- 27079 ॥00/88- 
5868 [76 एक्यप्र68 एणी 2; [407 (8९56 37 8॥68. 


द्रवीय अवस्था के निकट सिद्धान्तों में श्रान्तरिक-दाब का ज्ञान अत्यन्त महत्वपूर्ण सिद्ध हुआ हैं । 
आ्रान्तरिक दाब जो कि आकर्षण तथा प्रतिकर्षण बलों के परिणाम के बराबर होता है, द्रवः संरचना, 
अन्तराण्विक बलों, सोनोरासायनिक अभिक्रियाओ्ों इत्यादि के उल्लेख में बहुत उपयोगी पाया गया है। 
सर्वप्रथम हिल्डेब्रेन्‍्ड तथा स्काट “, 7 ने आन्तरिक-दाब का परिमापन उष्मगतिकी सम्बन्धों के आधार पर 
किया । इन वैज्ञानिकों ने विभिन्न द्रवों एवं द्रवीय मिश्रणों के लिये श्रान्तरिक दाब का विस्तृत श्रष्ययन 
किया । इन के अध्ययन में आन्तरिक ऊर्जा एवं आपण्विक आयतन के सम्बन्ध पर विशेष प्रकाश डाला 
गया । तदुपरान्त अन्य वेज्ञानिकों “” ने आन्तरिक दाब का अध्ययन किया शौर इसको द्रवीय अवस्था 
का एक मूलभूत गुण माना । आन्तरिक दाब के आधार पर द्रवों में /72' मापों के .परिणाम इस प्रकार 


58 विजय कुमार शाह 


लेखाचित्र द्वारा प्रस्तुत करना संभव है कि अन्तरग्राण्विक आकर्षण एवं प्रतिकर्षण प्रभाव सन्तुलित रहे 
तथा विभिन्न द्रवों के गुणों का तुलनात्मक अध्ययत किया जा सके । हाल ही में बार्टन (छत्वाएणा)!ण ने 
अपने विस्तत उल्लेख में श्रान्तरिक दाब को द्रवीय अवस्था के एक मूलभूत गुण का प्रतिरूप दिया है । इस 
लेख में श्रान्तरिक दाब का सम्बन्ध कुछ श्रन्य महत्वपूर्ण उष्मगतिकी फलकों, जैसे एन्ट्रापी, मोलर श्रान्तरिक 
ऊर्जा, संसंजन ऊर्जा घनत्व (20॥6भए०७ थाधाए29 त०ाआ) इत्यादि के साथ उललेखित किया गया है। 
उपर्युक्त सभी फलकों का सम्बन्ध द्रव संरचना से हैं। रॉवलिन्सन ने भी भ्रपनी पुस्तक में बहुत से द्ववों 
के लिए आ्रन्तरिक दाब की सूची प्रस्तुत की तथा इसके श्राधार पर अ्रवेक महत्वपूर्ण परिणाम निकाले हैं। 
सन्‌ 963 में बर्कोविट्ज एवं श्रीवास्तव” ते आन्तरिक दाब एवं करएतीत तरंग वेग में एक सम्बन्ध 
निकाला जिससे उनके द्वारा कुछ द्रवों एवं द्रवीय मिश्रणों के श्रान्तरिक दाब को गणना की गई । परन्तु 
इनकी विधि में आ्रन्तरिक दाब निकालने के लिये द्रव के मोलर वतन (७०७ 7ली8०४०॥) एवं एक 
स्थिरांक की प्रावश्यकता पड़ती है। कॉलिन्स तथा उसके सहयोगियों ।!९, ?! ने कुछ द्ववों के लिये आन्‍न्त- 
रिक दाब की गणना ध्वनि वेग के उपयोग से की । 


ध्वनि वेग विधि से द्रवों के आस्तरिक दाब का परिमापत बहुत यथार्थता से किया जा सकता है। 
बर्को विटुज तथा श्रीवास्तव! की विधि में श्रान्तरिक दाब का निकटतम मान हो प्राप्त होता है तथा इनकी 
विधि में बहुत सी परिकल्पनाएँ हैं। ध्वति वेग की व्यावहारिक विधि निम्त झूत्र पर आधारित है-- 


जहाँ ० उष्मीय प्रसार गुणांक, ४ परमताप, 8/, समतापीय संपीड्यता एवं /£ बाह्य दाब है। 
समतापीय संपीड्यता 80% की गणना सम्मानित सम्बन्धों के उपयोग से ध्वनिवेग द्वारा की जाती है। इसमें 
हम रो द्रव के उष्मीय प्रसार ग्रुणांक की आवश्यकता पड़ती हैं। कभी-कर्मी विभिन्न दाबों एवं तापों पर 
०« का मान उपलब्ध नहीं होता । प्रस्तुतशोध लेख में हमने एक बिल्कुल भिन्न सम्बन्ध द्वारा आन्तरिक 
दाब का परिमापन किया है । उच्च ऐल्केनों के लिए हमने विभिन्‍न दाबों एवं तापों पर इस विधि द्वारा 
आन्तरिक दाब की गणन की है । 


सिद्धान्त 


विभिन्न प्रकार के अरंखिक प्रभाव का प्रध्ययनत जो कि साधारण ध्वनि में रेखिकता के विचलन के 
कारण होते हैं, हाल में बहुत रुचिकर सिद्ध हुआ है । अरैखिक पैरामीटर का अध्ययन सर्वप्रथम बेयर 
(86५०) तथा उत्तके सहयोगियों“, /* ते किया तथा इसका विस्तृत शोध अध्ययन अन्य वेज्ञानिकों।, 70) 
द्वारा किया गया । अरेखिक परामीटर के मान द्वार हमें द्रवों के मौतिक धर्मों (2॥एड८द्का क्षाएंतर/पा०७) 
जैसे आन्तरिक दाव, अन्तरआप्विक अन्तराल इत्यादि का ज्ञान प्राप्त हो सकता है। श्ररेखिक गैरामीटर 
तिम्न समउष्मीय द्रवीय अवस्था के समीकरण से परिभाषित होता है 
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नरक थे कल के -? 8 
गा उं (४ ४०+8/2 (?-720,१ | ८॥6 (/ ०) रेप (2) 
स्‍ि 03 * ५ ' रि 
जहाँ गुणक 4, 2, ८, निम्नलिखित समीकररोऋं द्वारा परिशाषित होते हैं । 


_ [/?%)] _. «४५ 
< ++|20 (६ व न /20 77८७0 


जहाँ ८७ ध्वनि का वेग है। 


अनुपात (8/4) एक द्रव का अरैखिक व्यवहार प्रदर्शित करता हैं जिसे निम्न समीकण द्वारा 
प्रस्तुत किया जा सकता है। 


(8/4) 5 (०४ 


0८2 
; व 2 ( 4 (3) 
हा हक 0520 2020 28 92 0७00 


जो कि पुतः सरल उष्मगतिकीय सम्बन्धों की सहायता से निम्नलिखित रूप में प्रकट किया जा 
सकता है । 


ह /2८ _2८4० ॥ १८) | 4; 
(9/4) २२ 2.00८0 (0 मर ८/ । 04, / 9570 हे 


इस प्रकार (89/4) का अनुमापन उपयुक्त सम्बन्ध ह्वारा ध्वनि के वेग एवं अन्य उष्मगतिकीय 
गुणों के उपयोग द्वारा किया जा सकता है। आन्तरिक दाब ४ की गणना निम्न व्यंजक द्वारा की जा 
सकती है । 


हल 20004 
2 हा ) (5) 
हर 
गणना विधि 


प्रस्तुत अध्ययन में हमने हैप्टेन, ऑक्टेन, नौनेन, डौडेकेन, एवं हैक्‍्साडेकेने के श्रान्तरिक दाबों को 
गणना विभिन्न तापों एवं दाबों पर की है। इसके लिये समीकस्ण (4 ) तथा (5) का उपयोग किया है । 
इन द्रवों के लिये ध्वनिवेग तथा समउष्मीय संपीड्यता के आंकडे बॉइल हाँवर ४ के शोध लेख .से लिये 
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गये हैं । इन्हीं आँकड़ों का प्रयोग करके जैन एवं पाण्डे/! तथा सिंह एवं प्रकाश /”! ने श्ररेखिक पैरामीटर 
की गणन। इन द्रवों के लिये की है। (8/4) के इन मानों का उपयोग हमने आन्तरिक दाब निकालने में 
किप्रा है । 


परिणाम तथा विवेचन! 


गणना के परिणाम सारिणी | में प्रस्तुत किये गये हैं। हेप्टेन, आक्टेन, नोनेन डोडेकेन एवं 
हेक्‍्साडेकेन द्रवों के लिये आन्तरिक दाब 2; के मान विभिन्न दाबों एवं तापों पर दिये गये हैं। हेप्टेव 
आवंटेन, नोनेन तथा डोडेकेन के लिये 0,20,40 एवं 60 डिग्री से० ताप तथा 0,200,400 एवं 000 बार 
दाब पर /) के मान की गणना की गई । हेक्साडेकेत के लिये 30, 40, 60 एवं 80 डिग्री से० ताप तथा 
उपयुक्त दाब पर ४; की गणना की गईं । सारिणी | में दिये गये परिणाम से यह विदित है कि उपर्यक्त 
पाँचों द्रवों के लिए आन्तरिक दाब का मान ताप बढ़ाने से घटता जाता है। परन्तु दांब का प्रभाव 
विपरीत है। दाब बढ़ाने से प्रान्तरिक दाब में प्रायः सभी द्रवों के लिये वृद्धि होती है। ऐसा अनुमान किया 
जाता है कि बहुत अधिक दाब पर प्राय: आन्तरिक दाव का मान कम होने लगता है। ताप बढ़ाने से द्रव 
के अणुओं के बीच की दूरी बढ़ती जाती है जिसके फलस्वरूप आकर्षण बल का प्रभाव बढ़ता जाता है 
जिससे आन्तरिक दाब कम होता है । प्रतिकषंण बल का प्रमाव कम होता जाता है। ताप बढ़ाने से 
उष्मीय ऊर्जा बढ़ती है जिसके कारण संसंजन बल कम होता जाता है । जहां तक दाब बढ़ने का प्रश्न है. 
ऐसी स्थति में द्रव के अण एक दूसरे के तिकट आते जाते हैं जिससे प्रतिकषंण बल का प्रभाव बढ़ता जाता 


है ! बहुत उच्च दाब पर संसंजन बल का प्रभाव द्रव में बाह्य दाब के प्रभाव से कम हो जाता है अतः 
ग्रान्तरिक दाब । 


सारिणी | से यह भी स्पष्ट है कि प्रत्येक ताप एवं दाब पर आन्तरिक दाब की वृद्धि का निम्न 
क्रम है । | 


सारिणशी ॥ 
विभिन्न तापों एवं दाबों पर उच्च ऐल्केनों के आन्तरिक दाब 


न लक लक या 
ऐल्केनों के वाम दाब (बार) ताप ("से०) . 8/4 & (मेगा बार) #;»0-£ (बार) 
कमर कल व मा 2 न जनक 


हेप्टेन 0 0 0.26 92.6 ]26.0 
20 0.6 0.0 04.0 

40 9.98 3.7 833,9 

60 9.80 89.5 677.0 

200 0 9,76 75.3 429.0 


0 ४-26 2८ 86.4 427/.0 
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नमन रस जि की पल नकद तहत न समन जी ट क्र अल जलन गत अति जलन ज 2र लकी रन नि कम हज अमल कीट फट 3 की > म अह3 लय पटक कल रन अ मप्र लाल डी अल सेट ल  म ह जन शव अमन आज लक ४ 


40 9.34 99.4 040.0 
60 9.8 4.4 889.6 

400 0 8.35 64.] 458.0 
20 8.05 72.] ]255.0 

40 7.94 8.] 03.0 

60 हक $, 90.9 959.2 

000 0 8.5 45.6 2006.0 
20 7.95 49.8 797.0 

4.0 7.78 54.0 626.0 

60 7.62 58.4 476.0 

आक्टेन 0 0 0.42 85.] 342.,0 
20 0.34 ]00.0 34.0 

40 ]0.8 8.2 945.4 

60 9.48 ]40.8 744.4 

200 0 9.70 70.3 760.0 
20 9.69 80. ]337.0 

40 9.55 9].4 ]54.0 

60 9.43 04.5 998.0 

400 0 8.36 60.5 8547.0 
20 8.28 67.6 373.0 

40 7.93 75.6 8.0 

60 7.83 84.4. 047.0 

000 0 8.20 43.8 200.0 
20 7.96 47.4: 890.0 

40 7.92 5].5 732.0 


00 4.79 कक मो 584.0 
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ऐल्केनों के नाम दाब (बार) ताप (से०)  #8/4 
नोनेन 0 0 0.38 
20 0.35 

40 0.27 

60 0.05 

200 0 9.70 

20 9.47 

40 9.54 

60 9.58 

400 0 8.35 

20 8.3| 

40 8.25 

60 7.00 

000 0 8.4| 

20 8.4. 

40 7.90 

60 7.73 

डौडकेन 0 0 0.8 
20 ]0.4] 

40 ]0,20 

60 0.6 

200 0) 9.94 

20 9.66 

40 9.80) 

650 9,435 

400 0 8.57 

20 8.4 

40 8.26 

60 8.]7 


79.4 


9 20) 
08.2 
- 427.6 


66.4 
262) 
83.3 
97.0 


57.6 
64..2 
7.4 
है 28, 


42.3 
43.7 
49.2 
>3.3 


69.0 
49«< 
9.3 
05.3 


58.9 
06.2 
74.4 
83.6 


354.8 
37.3 
63.6 
70.2 


नस  कक्‍्न्‍न--/४"+४"भभ3५धघभ3+88पप्प््््-य-//ैैहइहअशछ््चू्््््च्चष्म्ख्च्त्च्त्त्त्त्त्क्ाल्लयट 


कल न-न«ं कपल + आकार का वाक न कपत ेपा»- 34 काश क ५8५३4 ८ शमननत न परशल्‍ल4 ५५०१४ न 


8, (मेगा बार) #/»८0-£ (बार) 


उच्च ऐल्केनों का आतन्तरिक दाब 


ऐल्केनों के नाम दाब (बार) ताप (से०) 8/4 . 8, (मेगा बार) #;८0-» (बार नाम दाब (बार) ताप (? से०) 
000 0 
20 
40 


50 


हैक्साडेकेन 0 30 
40 

60 

80 

200 30 


40 
60 
80 


400 30 
40 
60 
80 


000 00 
80 


53/4 
8.37 
8.25 
६0 


8.03 


0.6॥ 
40.34 
9.6] 
8.34 
0.02 


9.93 
9.36 
9.]8 


0.79 
9.67 
8.47 
8.3] 


9,06 
8.44 


8, (मेगा बार) 


4.9 
45.3 


48.6 


74.9 
80.0 
9५० 
04.6 
63,2 


66.9 
74.6 
83.3 


35.0 
37.9 
63.6 
59.6 


45.2 
46.3 


अविनकननलननमन, 


2208.0 
203.0 
662.0 


550.0 
448.0 
60.0 

893.0 
4744.0 


634.0 
389.0 
222.0 


244.0 
833.0 
489.0 
4334,0 


22200 
8685.0 
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7; 2८ 0-* (बार) 


अतः हम यह देखते हैं कि ज॑से-जेसे हम हेप्टेन से हैक्साडेकेन की ओर अग्रसरित होते हैं /;४ का 
मान बढ़ता जाता है । जैसा कि पूर्व श्रध्ययन से यह विदित है कि आन्तरिक बल द्रवीय रचना का एक 
प्रतीक है। अतः वर्तमान अध्ययन के परिणामों से यह प्रतीत होता है कि उच्च ऐल्केनों की संरचना से 
इसका कुछ संबंध हो सकता है । हम यह देखते हैं कि हेप्टेन से हैक्साडेकेन तक जाने में --८प8, समूह का 
संकलन होता है जिसके फलस्वरूप आन्तरिक दाब में वृद्धि होती होती है। इस विषय पर विस्तृत शोध 
कार्य की आवश्यकता है जिससे कुछ सामान्‍य परिणाम निकाले जा सकें । 


2 7 [0 
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दाल तथा तेलहनी फसलों के बीजों से प्थक किये गये 
कुछ बीज-गलक कवक 


दीनानाथ शुक्ल 
तथा 


सोमेश्वर नाथ भागेंव 
वनस्पति विज्ञान विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--भ्रक्टूबर 8, 976 | 


सारांश 


विभिन्‍न स्थानों से फेसियोलस सु गो, फंसियोलस आरुअस, केजानस केजान, साइसर एरीटिनम, 
लेन्स इसकुलन्टस, पाइसम सटाइवस, लाइनस यूसीटेटिसिसम, सिसेसम इन्डीकम, गुइजोटिया एबीसीनिका, 
रिसीनस कम्यूनिस, ग्लाइसीन सेक्‍स, हेलियन्थस एन्न्यूयस, ब्र॑ंसिका नाइग्रा, इरुका सटाइवा तथा कार- 
थेसस टिक्टोरियस के बीज इकटठे किये गए | बीजोढ कवकों को प्रथक करने के लिये सोख्ता तथा श्रगार 
प्लेट विधियाँ काम में लायी गयीं । दाल तथा तेलहनी बीजों से पृथक किये गये कवकों की परजीविता का 
परीक्षण किया गया, जिसमें से बहुत से कवक बीज-गलक सिद्ध हुये । 
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]70 दीनानाथ शुक्ल तथा सोमेश्वर नाथ भागंव 


दाल तथा तेलहनी फसलें बीजोढ कवकों द्वारा जनित व्याध्रियों से मयंकर रूप से प्रभावित होती 
हैं। ये व्याधिजत (?४४02०70) या तो बीजों के अन्दर ( अन्तः:-बीजोढ ) या बीजों के बाहर 
(वाह्यम-बीजोढ ) उपस्थित रहते हैं। बीजोढ कवक बीजों को सड़ाने के अतिरिक्त उसमें कुछ ऐसे 
विषले रसायनों को पैदा कर देते हैं जो न केवल पुन: बोने के लिये अनुपयुक्त होते हैं, बल्कि उन्हें 
भोजन के रूप में उपयोग में लाने वाले प्राणियों की मृत्यु भी हो जाती है । 


हमारे देश में दाल तथा तेलहनी फसलों के बीजोढ कवकों पर जिन वैज्ञानिकों ने शोधकार्य किये 
हैं उनमें जेन तथा पटेल [7, लम्बट तथा उनके सहयोगी /2, ललितक्‌मारी तथा उनके सहयोगी ४, 
कदियन तथा सूर्यनारायरण (/, रामनाथ तथा लम्बट *, खरे तथा उनके सहयोगी 'थ, तथा अग्रवाल और 
सिंह? के नाम विशेष उल्लेखनीय हैं । 
प्रस्तुत शोध-प्रपत्र में विभिन्न दाल तथा तेलहनी फसलों के बीज-गलक कवकों का उल्लेख किया 
गया है । 
प्रयोगात्मक 


उर्दे (फंसियोलस मु गो एल०), मूंग (फेसियोलस आरुअस रोक्सब०), अरहर (केजानस केजान 
मिल सप), मटर (पाइसम सटाइवस एल०), अलसी (लाइनम यूसीटेटिसिसम एल०), तिल (सीसेसम 
इन्डीकम एल० ), कालातिल (गुइजोटिया एबीसीनिका कास), रेंडी (रिसोनस कम्यूनिस एल०), सोयाबीन 
(ग्लाइसीन सेक्‍स (एल०) मर०), सूर्यमुखी (हेलिएन्थस एन्ल्यूस एल०), काली सरसों (त्रैसिका नाइग्रा 
कोच ० ), सेहुंवा (इरूका सटाइवा मिल० ) तथा कुसुम (कारथेमस टिक्टोरियस एल०) के बीज भारतीय 
कृषि-प्रनुसंघान संस्थान, नयी दिल्‍ली, गोविन्द वल्‍लम पन्त कृषि-विश्वविद्यालय, पनन्‍तनगर (नैनीताल), 
इलाहाबाद क्ृषि महाविद्यालय, नेनी (इलाहाबाद) तथा इलाहाबाद के समीप के बाजारों एवं कृषकों से 
इकट्ठ किये गये । 


बीजोढ कवकों को पृथक करने के लिये सोख्ता तथा अगर प्लेट विधियां काम में लाई गयीं । 
बीजों को प्रयोगशाला में लाया गया और एक ही प्रकार के बीजों को मिला-मिलाकर उनके अ्रलग अलग 
मिश्चित ढेरे बना लिये गये । पेट्रीप्लेटें अंधेरे में 5-2? ताप पर 7 से 70 दिन तक रखी गयीं । 
श्रन्त:ब्रीजोढ कवकों को पृथक करने के लिग्रे बीजों को 0. प्रतिशत मरक्‍्यूरिक क्लोराइड के घोल में दो 
मिनिट तक डाल कर तथा उत्के बाद जीवाणु विहीन आसुत जल से घोकर पेट्रीप्लेटों में इन्क््येबेट किया 
गया। पृथक किये गये कवकों को अस्थाना और हाकर माध्यम पर उनकी परजीविता सिद्ध करने के 
लिये रखा गया । 


बीजोढ कवकों की परजीविता सिद्ध करने के लिये उन्हें उनकी दालवाली तथा तेलहनी फसलों के 
बीजों पर अन्तःक्रमित कर दिया गया | बीजों को अन्त: क्रमित करने की दो विधियां अपनायी गयीं । 
एक तो बीजों को कवक-जीवाणुओं के घोल में डुबोकर तथा दूसरी जीवाणुविहीन मिट्टी में मक्‍के का 
चूर्ण डालकर तथा उसमें उत्तकी जलघारण करने की क्षमता के अनुसार जल डालकर कवकों को अन्त: 
क्रमिक कर दिया गया। इसके वाद उसमें बीजों को 0.] प्रतिशत मरक्यूरिक क्लोराइड घोल में डुबोकर 


फसलों के बीजों से पृथक किये गये कुछ बीज-गलक कव॒क ]7] 


तथा जीवाणुविहीन आसुत जल से धोकर बो दिया गया । परजीबी बीजोढ कवकों को, जो अंकुरण 
क्षमता नष्ट कर देते हैं, अथवा जपे बीज के नवोद्भिदों के लिये घातक सिद्ध हुए हैं, उन्हें सारणी | में 
प्रदशित किया गया है । 
विवेचना 

सारणी | में दालवाली तथा तेलहनी फसलों के बीजों से पृथक किये गये 'बीज गलन' करने वाले 
'कवकों के नाम तथा उनसे होने वाली हानि का प्रतिशत दिया गया है । यह देखा गया है कि एक ही 
बीज पर कई कवक पाये गये । इस प्रकार विभिन्न बीजों से कवकों के 9 वंश तथा उनकी कुल 20 जातियां 
'पृथक की गयीं | फ्यूजेरियम, अल्टरनेरियम तथा कब लेरिया की कुछ जातियां अ्रन्त:बीजोढ पायी गयीं । 
'फ्यूजेरियम की जातियां अधिक्रांश बीजों के गलन का कारण बनीं किन्तु इनके द्वारा नष्ट किये गये बीजों 
का प्रतिशत एस्परजिलस तथा राइजोपस की जातियों द्वारा नष्ट किये गये बीजों के प्रतिशत से कम 
रहा । इस प्रकार एस्परजिलस तथा राइ जोपस सर्वेश्रंष्ठ बीज-गलककवक सिद्ध हुये । बीजों में अंकुरण 
प्रतिशत की कमी, बीजों की अ्पुर्ण परिपक्वता और उस पर पाये जाने वाले कवकों के प्रभावों के कारण 
होती है । कुछ अंकुरित बीज भी कवकों द्वारा भीषण रूप से प्रभावित थे । उन बीजों पर पाये गये कवक 
उनके नवोद्भिदों की वृद्धि में ग्रवरोधक सिद्ध हुये । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकद्दय डा० ए० जोन्स, निदेशक, कामनवेल्थ माइक्रोलाजिकल इन्स्टीट्यूट, क्यू, यू० के०, को 
विभिन्न प्रकार के बीजोढ कवकों को पहचानने के लिये तथा वनस्पति विज्ञान विभाग, इलाहाबाद 
विश्वविद्यालय के अक्ष्यक्ष प्रो० डी० डी० पन्‍्त के कृतज्ञ हैं जिन्होंने शोधकार्यं की उचित सुविधाएँ 
अदान कीं । प्रथम लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग का आर्थिक सहायता प्रदान करने हेतु 
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2? 4 


श[]973 7?9375॥30 /॥ ७५9॥ 6॥ 3॥ ?380/ | [3 
५४०. 20, ४०. 2, ए7॥ 977, 738९५, । 73-8। 


दो चरों वाले स्त-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी 


वबाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिहीको 
सम्प्रयुक्त गरिणत अनुभाग, इंस्टीच्यूड आफ टेक्नालाजी, 


बनारस हिन्दू युनिवर्सिटो, वाराणसी 
[ प्राप्त--जून 9, 976 |] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में दो मुलमृत समाकलों का मान ज्ञात किया गया है जिससे कोल द्वारा प्रयुक्त 
समाकलों का सार्वीकिरण होता है। 


308४0'3८[ 


ए0एस्‍ंश' इछांट5ड ० म-जिलांणा ण॑ ए० फश्चांबो९5. 27 ९. . ?798590 &॥70 ४. 
छततावर्णा, 5979760 ४श्ाादाबराा08 8९९००), इतर ण परल्दाणं599, फ्ै्ञात्ा88  फ्रातए 
ए्राएषआॉ०, ४४७78. 


व ॥6 छाठ्डथात 93890 ए6 9ए6 ९एशपए४/९१ एए़0 92280 वधाव्शाबड जांटा इथाशथी26 (6 
[ञाच्श्ञाबेंड पड़ते 957 हु8ण [4]. ८ 78ए७ चिपक प्रडछत धीशा (0 €एशपएश८ ठप 7708:2/9ॉ8 
ग्रए्णरणांाह प्र-जिालांगा तीज0 एथां4)65 एफ्658 गराव्शाओंड 8ए6 5लथा प566 क्‍0 6४शं40॥9॥ 
॥6 ए०प्रंढः 5-68 07 06 इलाशबांट20 फरिला0, 7॥6 ए९४8परॉ5 ठ9गथा76त7 ए९८थ७॥तए 09 
छुपा [4] ० [6 एशापएप्रीक् 088९४ ती ठप 78878... ल्‍50 06 88738 00760 07 (०8० 
ए०९८४६ (7] 274 [6])), हटकर [5], 8शाएथं [2], शिश्थ्शीत्रा [9] भात 80थ॥ [0] ७७॥ 06 
536(४०606 ॥07 0फा ए2ट5प॥5 00 596८92ॉर/782 6 एथ्ाधा९ ८६. 


4, प्रस्तावना 


इस प्रपत्र में आये द्विगुणा मेलिन-बार्नीज प्रकार के कंटूर समाकल को दो चरों वाले #-फलन के 
रूप में सम्बोधित किया जावेगा । इसे निम्नवत्‌ परिभाषित एवं प्रदर्शित किया जावेगा । 


74 वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 


० 8 ५ | (०५, ०/,५ “#,)) हे 
235 तर ((84,$ 20]5 209,)) 





(5४, 9)5८ | ( अल 55% नल | | क(७, 7)0(0)0,(7)20 7 दड्वा।' 
2225 4३2 ((८५,, ००,)) हे 7| 24 
7773, की ((८/.५ २%.,)) । 
2 48 (०.5 44.)) _ 
जहाँ 


ग़ू 773 
अ४ 7(898/-/88--2/) 7? 7(-6;+«।४+-४।४) 
; हम 





ह। ष्प्न 
(४, /)-- कक का 
४ 70-2/+85+#8;) 7 7(६/-०७४-४।४) 

/त्याप११7 उन्नत 

7722 72 

(7 7(४;-8/७) 7/ 7(]--०+9 ७) 

छे प्‌ है 

62 लव के लक जक इक 


॥॥। 4(-६८;--9;8) प्र 4 (८४-१७) 
अचण का जलती] 
तथा ७५(४) को प्राचल (2;,, 2), ((, /)) के पदों में अनुरूवतः परिभाषित किया जावेगा। > तथा 5 
शून्य नहीं हैं तथा रिक्त गुणनफल इकाई मान लिया गया है। अनुणपूर्णाड़ू #, 9५, 25; 4,, 4,, 4५; #४, 
774, 775, 77, 78५ 7३ ऐसे हैं कि 906: 093, 0745: 08; 0<:४83& /83; 0<#<4,, 057%/<:4,: 
0<788<:43. अ्रीक अक्षर ०, 8, », $, तथा &, 8, 5, ए अक्षर सभी घन मात्रायें हैं । 


यदि कंटूर /., .-तल पर हो और अपने लूपों समेत --7०० से 7०० तक विस्तीर् रहे जिससे 
आवश्यकता पड़ने पर आश्वस्त हुआ जा सके कि 7(४,-8,७) जहाँ (7-, 2, ..., #2,) तथा 4(8--/)७ 
“0/), (४55, 2, ..., #7) के पोल कंपूर के दाहिनी ओर तथा 7(]-- ८/-- ०४ --4॥४), (#5-, 2, ..., ४), 
2(]-०/+95), (75, 2, ..., 20) के पोल बाई ओर पड़ेंगे। इसी प्रकार कंट्र 2५ /-तल पर है और 
अपने लूपों सहित --7०० से 7०० तक विस्तीर्ण है जिससे आवश्यकता पड़ने पर आश्वस्त रहा जा सके 
कि 7७ - //४--2;/), (7-, 2, ..., ..., #४) तथा ८((-299), (75, 2, ..., ४४3) के पोल कंट्र के 
दाहिनी ओर तथा 7( --6--८/७+-4॥), (7--, 2, ..., ४:), /(-- ८/-6४), (+5], 2, ..., ४.) के 
पोल बाई ओर पडेंगे । 


इस प्रपत्र में हम निम्नांकित संकेतनों का उपयोग यह दिखाने के लिये करेंगे कि ... द्वारा प्रदर्शित 
प्राचल वे ही हैं जो (-) में प्(८, )) के हैं । 


दो चरों वाले म-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी ]75 


“ 3 77, (६4५३५ ०/४]+ “/] )) 


235 ५4 2) /44$ 4309, )॥ 
२४५ 2! 


इसी प्रकार से निम्नवत संकेतनों के लिये भी 


7793 720५ | (८०५७५ %/४५)) 





४, 2! 
संकेत ((ध५७2५ ०७॥5 :#7)) से प्राचलों के समुच्चय (6,, ०५, ४ /3), (43, ०३७, ४92) . (4७७५ ०५ :#39) की बोध 


कराया गया है। (४, 9) दो चरों वाले #-फलन के लिये आया है जिसे (]-) में /॥, 5-0 रखकर प्राप्त 
किया जाता है । 


0979 





7773, 778 ((८/५ » /#,)) 


(932 “453)) 


4295. 42 (५५, ५ 0५,)) 








| 
! 
| 295 43 





नल 


प्राचलों के अन्य प्रतिबन्ध दो चरों वाले “7-फलन के ही ज॑ंसे हैं भर मित्तल तथा गुप्ता /# द्वारा 
विस्तार से दिये गये हैं । 


2. हम निम्नांकित समाकलों की स्थापना करेंगे : 


हि प्र ४ ५ 4 (2--2-+$) “ (/2-+ 9) ए 
0०05 270 (205 ३9)* 320)? ध0-- -- 27 ताकत पक कर तह 7 पक | 
() | ऐ 42 ( 0 डर ) 2 (8॥7 3 ) 2 (2 हे 9 कि 2; ना ्‌ ) 5 2 


। (373) (7/0) (-7+ 5); । 


बशरतें कि 2१(2/--):>0 7(2/, --)->0, तथा #5--0, !, 2... 


ता । द 0006 20 58 जे कक गे 
न 2 4८ जञस++ ननननपनलन नल निनननन ननमनन<र 








[ 


(3-+4), (८7), (--/+ 3); 
कि । (2-2) 


(5 ] २०6 + 3५ 3); 
बश्ते कि #(७--)>0, #(०, --)>0 तथा #--0, , 2, ... 
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रा 80] | 6 / . 620 ( गो । 

है| म हि प्र > 

(॥॥) | (००४ े ) [| ८08 > (आंत 5) » 2? ।क्‍ ( 2) | 
व 2-+-#7] 3 (3-/2, /, /), (६--/0, /4; /८)+५ ((4/, ०५७] “//,)2 


] 2न0फ% निवा। [((--8-/४७ 3 न), (20, /१9,5 8ै)) 
च्न- के 2, » | (2/3) 








पा 


बशर्ते कि 2(2७42#2--2/8--)>0, 7?(299- 2#/5--2/,8--)->0 तथा 05:65 
गा 
(५) | न्‍ 005 790(005 $6)% (8॥ ३0)795 मझ[<((०05 ३0)% (7 ३9))१6, 


2((००5 ३9) (87 36))%४]०6 


डे (--7)+ ( / + 5), 
250 (5)/ /! 


| (ड एा#- 23, #75 /:4)५ (4५,, ८/., ) #/ ))$ 


(४-90-/2+ ४, #, /2) 
( “ा?7/397720) /-+- मि प्नि /८4), (80) 4.5 4, )) 


पक 3 


बशर्ते कि 0(29- 26० -+-2/:8--)->0, 7(20/--29०--2/8-- )->0 तथा #--0, !, 2, ... 





। 7, | + मा 
2-+7973 7+4: 








2 (2-4) 


(५) |, 8॥(2#--)0 (005 0)? (डं॥ 0)१/ क्[॥(०05 0)% (इंत 9))2/00, 


((०05 0)*6 (झंत्र 0)) "४40 
सा ०. (-7)/ (--/+- )॥ 
व (9) #! कम 
( (7४7, 72) ) (-7/-/; /7, /:4); ((०/,५ 0/,$ “/,))5 (-77--/2 + ४, /, /८) 


48 235 4 पापा 5 अल 2 लत (न ध्फ्ि ६-८4), (8५५ (५५ 293)/ 
> ८5५ 27 





(2-5) 


दो चरों वाले ४४ फलन के लिये फ्रियर श्रेणी 85 
बशर्ते कि /९(93-+774--/7.8-+-) 20 तथा #--0, , 2, ... 
उपपत्ति : 


. (2. तथा (2.2) की उपपत्ति के लिये ८05 270 तथा आ॥(2/4-)9 को ८०05 8 एवं ४7 6 के 
धातों में प्रसारित करते हैं, प्राप्त प्रसारों को (2-]) एवं (2-2) के समाकल्थ में रखते हैं, और गामा फलन 
की सहायता से प्रत्येक पद का मान ज्ञात करते हैं तथा निम्नांकित सूत्रों का प्रयोग करते हैं । 


(2 6 
ग(229)-26- 7७) 7(+$); २(४-++-)5(-7)? लवण हि 





(2-3) को सिद्ध करने के लिये (2-3) में आये दो चरों वाले #-फलन के हेतु द्वियुण मेलित- 
बार्नीज प्रकार के कंट्र समाकल को रखते हैं तथा समाकलन के क्रम को परस्पर विनिमय करके गामा फलन 
की सहायता से आंतरिक समाकलन का मान ज्ञात करते हैं और फिर प्राप्त समाकल की विवेचना (-) 
द्वारा करते हैं। फल (2-4) तथा (2-5) की प्राप्ति इसी विधि से फल (2-) तथा (2-2) के उपयोग द्वारा 
की जा सकती है। (2-) में दिये हुये प्रतिबन्धों के फलस्वरूप समाकलन एवं संकलन के क्रम में परिवतेन 
अनुमेय है । 


3. इस अनुभाग में दो चरों वाले #-फलन के लिये निम्नांकित फूरियर श्रेणियों की स्थापना की 
जावेगी । 


(0). (००5 ३9)% (87 79))20 क्र[>((०05 ३9)% (7 70))%0, 7((०05 320) (ह॥ ३6))2थ] 


| कात, 2नीयप ) 08 /:), (77 /27» // ८), ((4/, , 2228 “#%,)/ 


2 -/29 । -4! का 2 -ीग4, ध्निः ८3), (00.5 (004: 234)) 
ध्लट ++ 0 ८ है 


द्मा गा न 
2 9 ([# (--४) (--/2+ 3), 
गाए “४ ४ तन 
मा 257 /६० 9) 7: 


। [कमा ) (है-/-/2/ 439 /८); (६६५, , ०५, ५ “9, )/: 
2-+22033 4 -+ 47 (४-7 (0- 2-74» £, /८) 
रस (८४07-20 --/2)/ /--/, /£+/८3) 


। 0५.7 द ९005 |20 (3-[) 
(044 0]5 20,)/ 





अमल नाता ऊन». नह नाा--.३७-जक३-कपननकापक 
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बशर्ते कि 7(2/4-2#०--2/8--) >0, 7(207+ 2#7०--2/:8+-) 20, 0<0<:४ तथा 9-50, , 2, ... 


(). [(००5 0) (झ। 0)१0) म[<(००5 0)6 (॥ 0))79, ;((००8 9)% (झं 6)%7] 








०० [# (/__ ग 
बट $ (2-२४ (77) (77808 
प्रा 0 


/न्त [४ चल) ($) 2 ! 


( 23 के 7, /५ /:3)+ ((६/, ५ ०७।9) 22 (5 #-/ जा रे £, /) 


93, | +-शा 
! ( 3 0 ४। जु ध्निः ॥, /ट ता (43), ((8५,, 244: 8५,)) 


2+- 73, 4+47 








30, 9 बा )0 
न रा कि है न 





बशर्ते कि #(94-+77०4/5--):>20; 0&0&€क; #550, , 2, ... 


उपपत्ति 
(3-]) को सिद्ध करने के लिए साना कि 
/(0)--(००४ ३6)% (झंग्र 9070 कम्र[%((००४ ४9 (हं॥ 29), 


2((००5 $0)% (ढंए 20)%8]..._ (3-3) 


मी | 0५ ५०8 20 (34) 
2 


अ्रब (3-3) को 0 तथा ” सीमाओं के बीच ० के प्रति समाकलित करने एवं फल (2-3) का उपयोग 
करने पर हमें ८, प्राप्त होता है। पुनः (3-3) में दोनों ओर ००५ ४0 से गुणा करने, 0 से # के बीच ० के 
प्रति समाकलित करने, (2-4) को व्यवहृत करने एवं कोज्या फलन के लाम्बिकता ग्रुण का उपयोग 
करने पर 


(, <+ < $) (7-2) (7४ 2-3) !' 


था 250 (5), 7 
है [ 77) ) ($ “77--॥//» / /:3), (०५३५ ७ (२ ५ “/,))/ 
2-99, 4+44  (--०४-/+$, ?, /:) 
मर (-9-०-०७ नयी ्न/य), ((09,, 04 टी0)) | 5. | (3-5) 





दो चरों वाले मर के फलन लिये फूरियर श्रेणी ]79 
बशतें कि १(2/--2#०-+- 278 + ):0, #(2294-+-2/7०-+-2/८78 -+- !)>0; तथा 95-50, [, 2, ..« 


(3-4) में ८७ तथा ८५ के मान व्यवह्ृत करने पर हमें फूरियर श्रेणी प्राप्त होती है । इसी प्रकार 
फ्रियर ज्या श्रेणी (3:2) फल (2-6) की सहायता से स्थापित की जा सकती है । 


4... विशिष्ट दशायें 


(0) यदि (2-) में 9,550 रखें तो हाइपरज्यामितीय फलन ३/#५ से 477 में समानीत होता है । 
तब योगफल को ,7१ (4, 8, ८; )-ल्‍7(०)7"(०--४--०)/2((०-०) 2(०--१); ॥(०--०--१)>०० द्वारा 
लिखा जाता है। और आगे सरलीकरण पर यह 


| 005 90(००४ 30)% 40-7(2/ 4 )/227 7(७--#-+]) (4-) 
0 


में समानीत हो जाता है बशतें कि 2(०)>-3, तथा 9-0, [, 2, ... जो मेकराबरट्ट/ का ज्ञात 
'फल है। 


(0) (2-) में ७-0 रखने पर तथा उपर्युक्त विधि से अग्रसर होने पर 


हि ००5 790(879 ३0% ब0--/(2/4+ ) 7(३-८:४)/2/0 7(७,-:7-+-) (4-2) 
बशर्ते कि 7(०,)>- ३, तथा 9-0, , 2, ... जो स्तेडान 7? द्वारा प्राप्त फल है । 

(00) ०550 तथा »5३-/' रखने से (2-2) 

| आ7(2#+-)0 (0 0)77%#7 ब0--२ ५) 7(६-/०) 7(७/+7)70७) 7(2--/+7?)_ 3) 


'में समानीत हो जाता है बशतें कि 7(3--2/):>0 तथा #+-0, , 2, ... जो मैकरावट |! का फल है । 


(०). (2-4) में 9क्‍55#; 50, #7 50 रखने पर तथा गामा फलन के टद्विगुणन-सूत्र का 
प्रयोग करने पर कौल का फल [(4(2-))], प्राप्त होता है भ्र्थात्‌ 


| ह ००5 290(००5 ३6)% पआ[#(005 ३9), 9(008 30)2*]40 
0 


। 0, |-+म्प (-22, 2/£, 2/८), ((4/]5 ०/7 “57)/ 


--93, 2+44 | (--2--:/, #, /0, ((4५,) 9, 2#)) | 
थ्‌ 


ननट 57 कर 7 4 


30 42 


80 वाई० एन० प्रसाद तथा ए० सिद्दीकी 
बशतें कि ॥(22-+-27०--2/:8--):>0 तथा #--0, !, 2... 


(०) यदि (24) में ०, >++ं। ५०/८०००/८--0 और /२०/--८--४८ ८८0, /]5१--/७, ४-55--/' रखा 
जाय तो कौल £ द्वारा दिये गये फल क्रम से प्राप्त होंगे श्र्थात्‌ 


हि 005 70(005 $9)%" प्र[४(005 ३ 0)7/, 9]४0 
0 


। 079, * --75 (--2/2, 2/) (०५, १४५). 


सतश डी के आय ॥ 7 
[+ 293 2+-4५ (५, ०५५))५ (-/::7, /) 


4 5 ह 





बशर्ते कि (29 --27/०--) 0 








तथा | 008 70 (87 ३0). ध्ा[< (४7 30)“, 9)|४० 
0 
( (नी-॥8, नीआ॥॥  ((-० ८-४, £), ((०७,, %५७,))१ (--//+#, ४) 
च्न्याउ) मर | क 2 ७०/४३१ /29 8 


2-72, 2+--4५ ($ “-/2 /), ((4५,, 0,))» (! “2५ #) 
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हाइपरज्यामितीय फलन ५४, वाले समाकल समीकरण के कुछ हल 


छउल० ए० दीक्षित 
गणित विभाग, राजकीय इंजीनियरी तथा प्रौद्योगिकी महाविद्यालय, रायपुर 


[ प्राप्त--मार्च 2!, 976 | 


सारांश 
हाइपरज्यामितीय फलन ५7५ वाले एक समाकल समीकरण को हल किया गया है । 
9४74८ 


छ0राल एशाशबों इणांगाड हि था प्रधान थ्वुपथभांगा. ग्रएणजशाएु ॥एफल९०णाशाएं९ 
पिालांणाि ०70. #7 7... 6. 7, 069207॥57 ती '/४7०॥०४08, (00ए2फला। (70]626 ० 


छत्र शांगल्थात 2 270 ॥६०ाा०0029, एिवााएपा'. 


47 वारछ-थ] व्तुप्धांणा ॥0णएह 7992०860०75द70 'णालांणा ३7५ 495$ 9०5०) $0ए९. 


4.. प्रस्तावना 


जगेतिया 3) ते एक समाकल समीकरणा का हल निकाला है जिसमें अष्टि रूप में हाइपरज्यामितीय 
फंलन ,77 है । बाद में रूसिया तथा गुप्ता/) ने समाकल समीकरण 


00 8 ४ 6+#: [ 


४ 
--+८+-६- ०. ७(२१-४०)४-४)  (३-- &०क्शानेक 
“50 / #» «न-#7+7# हि हम) 


0 मत 8 पक 4४०- (-]) 
माप; लिए | 200 काव्य) 
के चार विभिन्न रूपों में विलोमन समाकल प्रस्तुत किये हैं । 


इसे प्रपत्र का उद्देश (!') के कुछ और हल समुपस्थित करना है| खण्डेकरा/! तथा रूसियाट “ 
के फल इनकी विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त होते हैं । 


84 एल० ए० दीक्षित 
2. वांछित फल 
70) का लेप्लास परिवतं 
|, ४४0) 4००२७), #० 70 
है तथा इस सम्बन्ध को सांकेतिक रूप में 


(४7) जे (9) 
द्वारा व्यक्त करते हैं । 
निम्नांकित फल एडल्यी के हैं [, 9. 4, 29, 75] 
॥ (५)/४(४-४) वँध | / (9) . 7५(7) (2:) 
जहाँ. ॥0)57.09) तथा /फ0) 5 #,(/) 
(6) 0 जप) (2-2) 
वशर्ते कि. 7(०)७-४१(०)७...ी7(०)--0. 
८-०6) 55 #(४+ ८) (23) 
(०) /+(७- -/-- ९)” 
8 ८१४7, (0) 5 बन श्र ्िय ह पुन जप ब्कत (24) 


जहाँ २८ ०7०० -[, 7१४ 7-20 


गुप्ता तथा रूसिया से हमें 


(23) 


८० - 20 रे हि 
न मम, 6 का पा | 8, ०-ै+/--4; द 
#ब0 + ०६ ०७-77 --7: ०--, ०--#7--#--; 


को (7-/97#/7 (७--४)7, 


प्राप्त होगा 
3. प्रमेय: यदि 
8. //7-/१£ (७) प्रभागश: 0<%४<€.<<०० में संतत है पश्त: 
(०) ्््च् + (०) --... व्ल्प्क 7]-2++ (०) ््य्ज 


2. 70 ० तथा /£ धन पूर्णाक है जिनमें शून्य सम्मिलित है तथा) और # संमिश्र श्रचर हैं । 


हाइपरज्यामितीय फलन ५४५ वाले समाकल समीकरण के क्‌छ हल 85 


तो समाकल समीकरण का निम्न में से कोई एक हल होगा 


82(४) निया । 2(*५+#) ((-४) (/--४४)%-४ 


(०-2) | 
 &न्‍ककक-ब्य ((४-7))[(22-))१६-१६१ (9-2 +8)०/४7)] #, (3-3) 


४-4 ! हि 
8(7) हि ायनरलअ रात हु . 2(*५+#) (॥ ४) | (#-- ४४)५-१ 


42 


(०-) 
कल ४-72॥0-0*2-१-४)०४/ (9-3+०)०/6)] #,.._ (3-2) 
8(/)-- 7 | 2(+#)(#-४ ) | (/-- ४४)%-९ 
0 


कक, (४-३) - (2-)2)४707 (७9--४--२)०७7०(७ -३3--७)० /[४)] & (3-3) 
बशर्ते कि (]-]) के वाम पक्ष का अ्रस्तित्व है । 
उपपत्ति 
माना कि /6) 55 #5) तथा 86) :5 6(/). 


(:]) में लेप्लास परिवते का सम्प्रयोग करने, (2-5) का उपयोग करने तथा परिणामों को पुनः 
व्यवस्थित करने पर 


0 ढ& )/१7०2 "५-४ /)१०+३-९ » ॥7 | 
(/2) गल्क /) गत कि अमल (८-/2+) ) (2 णा, न्ः 8) ; (/) (० 4) 


(2-4) के परिप्रेक्ष्य में लेप्लास विलोमन से (3-]) प्राप्त होता है । इसी पथ का अर नुसरण करते 
हुये (3-2) तथा (3-3) भी व्युत्पन्न किये जा सकते हैं । 


उपप्रसेथ: चूंकि #--0 

. यदि (3.]) में ०55०, /--#४४--० रखें तो रूसिया।० द्वारा विवेचित प्रम्नेय प्राप्त होता है। 
४. /777०-११+-, १5-/४-०0 रखने पर (3-]) से हमें खांडेकर/! की दशा प्राप्त होती है। 
3. यदि हम ०७-१७-० मानें तो (3:53) से रूसिया का फल सीधे प्राप्त हो सकता है। 


प्राचलों के विशिष्टीकरण से कुछ और भी फल प्राप्त किये जा सकते हैं । 


]86 एल० ए० दीक्षित 
कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक मार्गदशन के लिये लेखक डा० रक्तन सिंह का तथा सुविधायें प्रदान करने के लिये कालेज 
के प्रिसिपल आर० ए० देशपाण्डे का आमारी हैं। 
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प॥९ २७०४९०३।८॥ | ०७-॥४। ० ६6 ॥09]| 5८6॥८6 /ध८३०९८॥१) 
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संक्रियात्मक फलन पर प्रमेय 
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फ्रियर श्रेणी के नारलुंड माध्यों द्वारा फलन का सन्निकटन 


जे० पी० पोरवाल 
गणित विभाग, माधव विज्ञान महाविद्यालय, उज्जेन 


[ प्राप्त--अगस्त 24, 976 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य अपेक्षतया क्षीण तथा सरल प्रतिबन्धों के ग्रन्तगेंत सिद्दीकी द्वारा प्राप्त 
परिणाम से भी उत्तम परिणाम प्राप्त करना है । 
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|. मान कि 2५५ दी हुई अनन्त श्रेणी है जिसके आंशिक योगफलों का भ्रनुक्रम (5,) है। माना' 
कि (9) वास्तकि अथवा मिश्र अ्रचरों का अनुक्रम है ओर हम 


4 ज5 700 -+/0-+708- --+ +/#* 
लिखते हैं । 


अनुक्रम से अनुक्रम में रूपान्तरण श्रर्थात्‌ 


९ 7/-7 ४7० 
[, नस 2, “ >हुप--: 
॥ 7, 


फ्न्न्0 


72 7/॥ 5- 
दा ० प््क "५ )2,0550) 
ए0**0 ८6 


2 


88 जें० पी० पोरवाल 


से अनुक्रम (४,) परिभाषित होता है जो अनुक्रम (5५), का नारलुंड माध्य है और चरों के अनुक्रम (2,) के 
उत्पन्न है । 930 में आन्रेचक्राफ!! ने नियमितता प्रतिबन्धों को निम्त॒:प्रकार से दिया है 


() फरप पे 50), ज्यों ज्यों ॥->०० 
9 
(4 
तथा (7) गा | 22% | च्न्0 (| ४), |) (४-००) 
यदि (७,.) को वास्तविक तथा घन मान लें तो प्रतिबन्ध (४) स्वतः तुष्ट हो जाता है । तब केवल 


0) ही नियमितता प्रतिबन्ध शेष रहता है । 


2. माना कि /2 आवर्ती फलन है जिसका आवत्त 29 है और यह (-», ») में समाकलनीय 
(४) है । इस फलन से सम्बद्ध त्रिकोणमितीय फ्रियर श्रेणी (2:) द्वारा दी जतती है 


(20-44 +- ह (६, 008 5-- 8, शत #>) ह (2:) 
(4 ॥ 


जहाँ ०५, 06 /(७) के फ्रियर गुरांक हैं । 


इस समग्र प्रपत्र में हम 
... ३५ 053(४+-४)+.४--/)-200) (2-2) 


लिखेंगे। जहाँ तक फलन | ८ [79 ० 0<:०<[ से संगत फूरियर श्रेणी का सम्बन्ध है लोरेंट्रज!2 
ने निम्नलिखित प्रमेय प्राप्त किया है: 


. प्रसेय 4 


यदि (४) ++ पर ०५ ०05 #2, जहाँ & $ 0, तो 
क्योंकि (४) « [/9 ०, 0<०<:], तो यह आवश्यक एवं पर्याप्त होगा कि 
५ द ््््ि 
०:०० ,ढन (2-3) 


स्पष्टतः यह वंघ है क्‍योंकि 


(0 
8(७)-- <2' 4५ 77 हड़. 
(4 ॥ 


फूरियर श्रेणी के नारलूंड माध्यों द्वारा. फलन का सन्निकटन ]89 
बोस”? ने निम्नांकित रूप में इस प्रमेय का सार्वीकरण प्रस्तुत. किया है । 
प्रमेय 5 


माना कि ०५-०0 तथा ०, / के फरियर ज्या अथवा कोज्या गुणांक हैं तो / € [49 ८, 0<०<, 
के लिये यदि ः 
4५चच0 (हग). द सा । (2:4) 
ग्रथवा इसके समतुल्य 


"ल्‍ | क्‍ क्‍ द 
< /६८ 4६ -+ 7-५ क * 
मल 8 पल आल (2'5) 


अिलननक.. 


यह सरलतापूर्वक देखा जा सकता है कि यदि ०, | 0 तो प्रतिबन्ध (2.3), (2-4) तथा (2-5) 
समतुलय हैं । द 


हाल ही में सिद्दीकी ४ ने निम्नांकित प्रमेय सिद्ध को है जो फ्लेट के परिणाम का प्रार्वीकरण 
करता है । कक. हु 


प्रमेय (' 


माना कि (७,) वास्तविक संख्याओं का धन अवर्धमान अनुक्रम है जिससे कि _ 


आप 5 8 का 2 ' 
|, ०७) # ०0 [072], + <+बटहटक (०७) 
जहाँ 
4%(7) +-।॥॥॥ ([27५४+7/20: 5 48०] €ाय्णं] (2-7) 
ए््0 
और भी, माना कि 0<०<, 0<8<कऋ- 
यदि < ऐसा बिन्दु हो कि _ 
/ 
बिका) चिार। (2:8) 
जहाँ 0<7 <9, तो ््ि 
(0) -/ ०050 (४7०)+0 (>-) > ० के (2-9) 


. 3. इस प्रपत्र का उद्देश्य निबंल तथा सरलतर प्रतिबन्धों के प्रयोग द्वारा सि हीकी के फल से 
उत्तम परिणाम प्राप्त करना है । ' बे). 2 


90 जें० पी० पोरवाल 
हम निम्नांकित सिद्ध करेंगे: 
प्रमेय 
यदि 
((२८, 7) |, | १(४9) | “2 4४--0(), 0<: एम (3-) 
जहाँ ५) वास्तविक संख्याओं का धन किन्तु अबद्धमान अनुक्रम है । तब 


#00-0००(क-).... (3-2) 


» में एकरूप से लागू होता है। 
। पं है 
ता ( क्या) की विशिष्ट दशा में प्रतिबन्ध (3-) प्रतिबन्ध (2-8) की अपेक्षा कम कठोर हो 
जाता है। 
4. इस प्रमेय की उपपत्ति निम्नांकित दो प्रमेथिकाओं पर आधारित है: 
प्रमेयिका 7 


यदि (५) एक श्रनुण तथा अवद्धंमान अनुक्रम हो तो 0&6<8<:०0, 0<इूटुआ. के लिये तथा 
किसी # एवं ० के लिये 


8 
2 7; ८7७क्‍-722)# </2(//). 
6 
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यदि (79५) एक अनुण तथा अवद्धंमान श्रनुक्रम हो तो 0<<#, 0<4<:8< ००, के लिये तथा 
किप्री 4 एवं ? के लिये 


2. श॥ (४-/८--$)४ 
5“ 2 भा $ 


-"५९ 








5. प्रमेय की उपपत्ति 
माना कि 5५(») द्वारा श्रेणी (2-) का #वाँ आंशिक योग व्यक्त होता है तो यह हमें ज्ञात है कि 


&,०0-(०७०३ | ४0) फियान 2० (5-) 


फ्रियर श्रेणी के नारलुंड माध्यों द्वारा फलन का सन्नचिकटन ]9] 


क्योंकि 
[ 7. 
(2८) +- +,, 70; 5५-+# (०), 

अत: 

॥(0-709- | , 00 ॥५(7 ०, क्‍ (5:2) 
जहाँ द 

_] 0४०७ था (॥-/7+$३$)/ ह 
४४(४) कु वा), का 42% 80४ (3 3) 


हम निम्न प्रकार लिखेंगे: 


_7> |, १0) 2५0) # 


५ हक 


3|॥ 6... | 8 
दे || कं +| हे | 90) 2४५0४) 2४, 0<8<# 
न्तीक3न-/क माना (5*4) 
अब चूँकि 75/<:0. 


| 8) (४--/८+-5)7 ] 


। 


चर क्र 0 [-+४] प्रमेयिका 2 से 


--0 # _] (55) 


0) प्रतिबन्ध (3:) से (5-6) 


पुनः रीमान-लेबेस्क प्रमेय तथा नियमितता प्रतिबन्धों से 


बन, नि 
48770 (#,) हि 


92 . ... जे० पी० पोरखाल ३६ ३" 
पुनः प्रतिबन्ध (3-) अर्थात्‌ 
6 
/00«|,,, $00 “हर 4४-०(): 
का अ्र्थ होगा द 


०0)- | |900 | # 


गम न 58. 


की माना कि ९(४) . 2([/४)55४(७0). 
च्‌कि 








०0)-- | हक (७0 - न 


न 


आओ 








जतोत "| + ४७० ० जो डिजज * 


“0 [ह्ता३|+० |] 


2 





. हु 


कस 


नल | फ़्त 


५ ] 
पुनः चूँकि 05:7/<::, अतः 


४,(7) ०-0 (४). 
अतः 
7 -.0 [[ न 
557 4 72.६ हऊता॥ व/ द 
न्‍ 5 
(52), (58) तथा (5-9) को संयुक्त करने पर 
] 
7--0 (हु) 


* इससे प्रमेय की उपपत्ति पूर्ण हुई । 
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कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० जी० एस० पाण्डेय का आभारी है जिन्होंने इस शोधपत्र की तैयारी में मार्गदर्शन 
किया । 


निदंश 


आब्रेचकाफ, एन०, रि०700०70 ठ80॥ १९७6४ 3०446 ां9 ठ80/ [9706, १0708 (6). 930, 42, 
39]-395,. 


2. लोरेंटज, जी० जी०, ॥&०780976 260०॥7, 948, 5, 35-49. 


बास, आर० पी० जूनियर, उ0प्रागरत् ० ााशा॥यक्रा०09] धार क्ा्त 4०ए॥०097075, 967, 
37, 462-483 


4. सिद्दीकी, ए० एच०, 36# (००7०९ 7१४5 (800, 970 


5. फलेट, टी० एम०, व्कवाट० जनें० मेथ ०, 956, 7, 87-95 
6, मेक डट्य, ड्यूक मंथ० जनें०, 942, 9, 68-07 


7. सिंह, जे ०, &79]. 4 /४८778070७, 964, 64, 23-33 


४[7]3873 7375॥3 6 ४ ] ७5 30 0 ॥3॥ ?9६+/[ [८० 
४०. 20, ० 3, |७।५, ॥977, ?३४८5 495-]99 


सार्वीकृत बेसिल बहुपद से सम्बद्ध सार्वाक्ृत हाइपरज्यासितीय 
बहुपदों से युक्त फल 


के० एम० प्रधान 
गरियत विभाग, माधव विज्ञान महाविद्यालय, उज्जन 


[ प्राप्त--नवम्बर 25, 976 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में पहले सार्वीकृत बेंसिल बहुपद वाले समाकल का मूल्यांकन क्या गया है और 
फिर इसका उपयोग ऐसे समाकल को प्राप्त करने के लिये किया गया है जो सार्वक्षित बेसिल बहुपद तथा 
सार्वीक्षत हाइपरज्यामितीय बहुपद के गुणनफल से युक्त है । 


& 0880९| 


एिटघय5 गरएकाफञाग॥ए एशाशबॉरणत आएफ़्शए९णाशणंर एछशाण्रांशड 35502टॉं९0 जश्ांगि एशथाशओ- 
72९0 8655९) ए0एा०ण्ांबों, छ7? 7. ७, ?7986087, 72697॥767 ० १७/॥6778/05, १/७0॥97ए 
5026706 (:0॥626, एग]भ्मगंए 


[70 ॥93 96०90. ६6 80707 [#0908658 40 6ए/प्रध्व० गई 27 रध्श्ाव] वए0एशंग्8 ०पटाव- 
[72९0 8655९] 90०फए्ञ6फ्रांब, ज़रीांएा 45 00 पड560 (0 86६ [06 ख्ांवशावं गाएठगरशाड 46 ए970506 
० 6 ए०ाथाार९26 8655९ ए०जाठग़ांबों क्वात ॥06 इ०ाढाबारटत #979०४2००767070 एछझ0997060ग्रा9 
7602७77 त&79766 ७ ए5॥57 [4] [0 ४6 6077 


फ फ ८४(०, --#४), ६, 2 । 
ि न्न0+करी 8५ 
#(>2) 2+06' 4 /४+५ | 0 क 0, पक 8, ; 


6076 0768778 76508 ]8५78 850 060॥ 05075860 09 5060 42772 06 0क8776॥75. 
4. प्रस्तावदना 


हाल ही में प्रधान/2 ने सार्वीक्रत हाइपरज्यामितीय बहुपद की परिभाषा 


। ८७६०, “77, 6], ब्प्न्डज 42०] 9 “०४ (! *|) 


॥ (0-55. +क 4६ 
रू ) 2+06 4 [न 4 (), दो 8, ही हा । 


7 2 
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०- /+-# 
#8॥ ! मल, ५ ( ५4५ ) 77 ( । टी 277 
00 पृब्०) (८ 


3००4+#+:> 'अिलन्‍मान्‍ममंमभकानफम>ब>«॥/५4+०७+ “न कगाक+म नमन भव ५५७ पान नमक कममन54१क.. नकल वन पाक अपपन+क वन पपनाव पर जज "पक र कप पक कलन्‍कपमननल, 
लक ५ 


॥7८550 >-] /6०-- 
हक (2.:): 77! 


१0 


द्वारा दी है जहाँ ०, ४, > तथा « अनृण पूर्णांक हैं तथा 
(८ 
(६५) ््ड रे (4; ) »५ (8/)» जल हक (073 
। हो 


और /(०, “70 के द्वारा ०-प्राचलों के समुच्चय 


-+. “४ --7 --+77--०0-- 
६७४७८८५८ ह 44७५४८#5६३४३ है कर के शी हि ४+०४७४७छडजच का है 
0 0 0 


०७ लर्न-] ७-++0--! 
के 5८ 25! - का | 








बहुपद (|') सार्वीक्षत रूप में है, अतः प्राचलों को विशिष्टीकरण से कई ज्ञात बहुपद प्राप्त 
होते हैं । 


क्राल तथा फ्रिक// ने सार्वीकृत बेसिल बहुपदों को निम्नलिखित रूप में परिभाषित किया है। 
>%(4, 9, &) २२५२७ (--%, #-+-4--7; --; --5४/४). ((-2) 
जो ०5-४+2 होने पर सरल बेसिल बहुपद में समानीत हो जाता है । 
2. इस अनुभाग में पहले समाकल 
पर | (न (->0४- 5(०, 8, ३) ०» (2-) 
का मान ज्ञात किया जावेगा जहाँ (4)>0, 7८( #)>0. 


(:2) के प्रयोग से »,(०, 8, 2) को प्रसारित करने तथा पदश: समाकलन करने पर, जो 
अनुमेय है, 


2(477)78) . _ 8 (-ह(०+४--)/(--)/ 


रत - फहबप्फप) झक्षत हक 


#नन्0 


सम्बद्ध सार्वक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदों से युक्त फल ]97 


अरब निम्नांकित सामान्य समाकल का मान ज्ञात करने के लिये (2-2) का उपयोग करते हैं जो 
प्रस्तुत प्रपत्र का उर्श्य है जिसमें सार्वीकृत हाइपरज्यानितीय बहुपद है । 


है ॥ 
४ ४४77 ([--%)27 9,(०, 2, ») 


८६ (०, -7), 4., ..., 4 


>< कप 
हि 2 6)५ 000 ४७५६ 003 


हा “« | ८५ (2-3) 


/%(2०)) को प्रसारित करने, (-) का उपयोग करने तथा पदश: समाकलन करने पर जो वैध 
है, हमें 


7-/ . (677) (2) 
. 7 /(4--4--7/) 


[23(०, “770, 0(5, 4--/), ०0, --७ 49; 
[ ८&()१, ०), ७(09, 4--82--7), 8,, --+ 8,; ? 


प्राप्त होता है जहाँ 2२2८ (4)>>0 7१८ (8)>0 तथा 


2६ 9+0+04४+)+ 6 (2'4) 


2 द्र (-72)+ (ध--४7--), (- )7 
ग् /! 87 


यदि हम (2:49) में ८८-४--2, रखें तो यह सरल बेसिल बहुपद तथा सार्वीक्ृत हाइपरज्यामितीय 
बहुपद के गुणनफल वाले एक समाकल में समानीत हो जाता है । 


3. विशिष्ठ दशाएँ 


जब ०5८-४४८-७७--, 25-०0, तो (2-4) (3-]) 


हे (--] 2-7 थे “णा 77, (ध., श्र ी। 4५ न्‍ 
णः (्‌ -“>) 2;(4, 8, 2) 2कीई्ड ७ ड धं>८ 
0 8, ++०३ /८/ ठ 


-+/ 4(4-+- ४)/ (8) * | “7, 4-7, ०,, 


£ (८४ [74 (४2 ॥ «००५ 2] 9 है 
७ (4 --9--7) 2 +थरी &+73 । (3 ]) 


“--3+-7, 03, -«.. 2/; 

में समानीत हो जाता है जहाँ 7९८ (4):>0, 7२४ (8) >0-: 

0) जब 4,5०४- ०+---, 8875--०, 225३ तो हमें (3:-) से एक समाकल प्राप्त होता है जिसमें 
सार्वक्त बेसिल बहुपद तथा एक सार्वक्षित सिस्टर सेलीन के बहुपद का गुणनफल रहता है । 


| ४ 
| ([--53)2-77 ७9,(4, 2, > गहन गीत नी 4 49 ० ८95 | बं&.. (3:]*2 
| ( ) 2 ) #प ह # | 4--6, है; 033 +-० 0॥3 के ५ । ) 
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का हा । गया, वजनी, शक 6 * किन, 49, -. + 40: [ । 
हर । 


४ 27 हक 8: 
(4#नशन7) “7 | 4. 8+७, +०, ३, 8५, ..., 2४; 


जो ८८550 रखने पर सिस्टर सेलीन के बहुपद४ से युक्त एक समाकल 


2388 हि 9, [78 77+ 3 49% --७ 40: 
|; 99 2 30 4 0 मे | |, ३, 83, --.. 20: ह थे सर कप 


च्च्ड < (४+7)/ (2) 4 -7%, #/+ 7, 7+ 4, 49, ---७ 49; | 
(4 -- +:/) 72+2<6 (४ 4--2-+ 3, 9., 035 


प्रदान करता है जहाँ 7९८ (.4)>>0, /९८ (8)->0. 
(0) जब 9४०2, 4,5०० + 8-+-], 4५ ७/, 8757-+-०, 2975०? तो (3-]-]) से एक समाकल प्राप्त 
होता है जिसमें सार्वीकृत बेसिल बहुपद एवं सार्वक्षित राइस के बहुपद? 


अ हि न ]« 
| 7 ( || -- 2८“77) (व, ह, ») कि | 7, जा ० +॑ 8- 43 रि 9 | प्र (3 ] 4) 
0 


]-- ०, ०7 २ 


! १५ हि हि ॥ की 
(4+7)7(9) #% [-#%, 4+7#, 7+०+(8+ , 2; | 
ह। 


'फ्ल- छपी ४२ 4+8+%7+० ०; 
का गुणनफल रहता है जो ०5/१७० रखने पर राइस के बहुपद वाले समाकल 


] दे 2 ]« 
[ 4-३ (]--208- »,(०, 9, 20 ४४ | 4 वा आ 2 *| व (3--5) 


| का ० 





3 2(4+का (8) » [तिहक नए ॥+ ५ व 
.  4(4+48+?) +$+ 3 | 4--8--#४, . ०१; छे 

में समानीत होता है जहाँ 7१४ (4)>0, 7१४ (8)>0. 

(9) जब 9८ / 5, दाता+०नीगकी3 शत न ० तो हमें सार्वीकृत बेंसिल बहुपद तथा जैंकोबी 

बहुपद 


स््पे ल्‍्- | 
स्वत त-खोलाफक कक बी, >|+.. 0-76) 
0 ]-+०; 
_7. 7(4+7)7(9) ४ | नी/ शक धन हनी 3 7 
20 ४४ ४७.7 आओ हल आम |, 


के गुणनफल से युक्त समाकल प्राप्त होता है जिसे प्राचलों के और अधिक विशिष्टीकरण से गेगेनबॉआर 
प्रथव। का लेगेण्डू बहुपदों वाले समाकलों में समानीत किया जा सकता है । 

(ए) यदि ७-50, |--, 0;5---०, तो सार्वीकृत बेसिल बहुपद तथा सार्वक्षित लागेर बहुपद के गुणनफल 
से यूक्त एक समाकल प्राप्त होता है । 


सम्बद्ध सार्वेक्षित हाइपरज्यामितीय बहुपदों से युक्त फल 99 


| झा (]->)27 9,(०, 8, >) 44 “ह5 ।+ ०3 | 4: (3*[*7) 
व 


7 2(477)7(9) ० ४ । 
नस « एअछ3+ 279 [-- ४, 4 रन (५ ८४ --.8--/7४॥, [ "०; ], 


जहाँ 7१८ (4):>0. #४ (8)->9. 


(९) यदि ०5, ।८7१2, ०;5520+#, शि८८+ड, 225 +0, तो हमें बेसिल बहुपदों के सार्वीकरर्गो 
वाला एक समाकल 


] (__ व 
4-३ /] __ +08-7 502 ४, 22--#; हर 
हि 39 ७790 «००77 3, +8; बे हि कह 


कि 2477) (8) ४ पा 4 -+-/, 20+४#; | 
'कधकड४+छ है * [4+४+ह ०-३, ।+ह. ५ 


प्राप्त होता है जो ८-5३, 250 होने पर बेटमेन के बहुपद 2,() वाले समाकल 


2272 
[" मा | 5 ह ः “| 45 (3--9) 


__, (4 +-7)2 (8) कर, [778७ (न /, 77--4; । 
.  7(4+8-+/) +  (44४--/, , ; 


में समानीत होता है जहाँ 7८ (4)->0, 7१८ (8)>0. 


॥।॒ 
कु 


८--४5-2 रखने पर अनुभाग 3 के समस्त फल संगत समाकल प्रदान करते हैं जिनमें सरल बेसिल 
बहुपद से युक्त ज्ञात विशिष्ट फलन रहते हैं । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


प्रस्तुत प्रपत्र की तैयारी में डा० आर० एल० महाजन के सुझावों के हेतु लेखक उनका 
ग्रामारी है । 


निर्देश 
. फासेनमायर, सिस्टर एम० सेलीन, बुले० असे० सेथ० सोसा०, 947, 53. 806-8]2 
2. खांडेकर, पी० आर०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 964, 34 ॥, 57-62 
3. क्राल, एच० तथा क्रिंक, श्रो०, द्रांजे० अमे० मंथ० सोसा०, 949, 65, 00-] 5 
4. प्रधान, के० एम०, (प्रेषित) 


5. रेनविले, ई० डी०, कना० जने० समेंथ०, 953, 5, 04-] 06 


४[739॥3 787"5क्‍393 6 /॥053॥ 06 ]3॥ ?3६॥[८० 
४०0. 20, [३०. 3, |७।५, |977, ?286६ 20]-206 


संक्षियात्मक फलन पर प्रमेय 


बी० डी० कोराने तथा राजेन्द्र के० सक्सेना 
गरिएत विभाग, वी० आर० इंजीनियरी कालेज, नागपुर 


[ प्राप्त--नवम्बर 2], 976 |] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में एक प्रमेय की स्थापना की गई है जिसमें बेसिल-मेटलेंड फलन वाले एक समाकल 
समीकरण की तुष्टि एक फलन द्वारा होती है जो किसी फलन का हिगुण लैप्लास परिवतं है। निगमन के 
रूप में आत्म व्यूत्करम फलन भी निर्धारित किये गये हैं । 


57957 4८[ 


5 वफ्ाहणाशा था जुशाबाणाबों ट्बीट्रीपएड,. 27 ५. 9. हत्या थात एिध्युंशावा 
&, 8०7९79, 726794पदा णी दवातशा&005, ४. २, (0॥628 एी शाशारथतंग३2, ११४७०पा. 


70 5 94967 3 (60807 ॥485 9667 6४४४०॥8॥66 फ्राशला।ः था दशा॥। वतुप्रधा0 गरए0ए- 
पर8 86856-086&/4006 प्राढात0ता 8 इ579ी860 99 प्रालांणा ज्रांएाग8 0ठप्रत6 7,989808 शरण 077 
०ी एलाथोंए फालातणा, आफामिशा 88 8 क्‍वल्तालांणा इशनिल्ली000898) प्राएा0णा$ काल था|$0 
56७४77760. 


4. प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य निम्नलिखित प्रमेय को स्थापित करना है । 
फलन /(<, 9») जो 


0, केच्फव | |, 4३8३ ३७7) क व (-) 
0 0 
द्वारा निर्धारित किया जाता हैं समाकल समीकरण 
52 [०७] प्र मर 9५७ 
/(27+:03- 4+-02)55/५/०४(/2-+-83)(4-- 2५) |, 55675 


2 ० ((7--०)2/४7) : कल (६--०४)४७/४५) -/न-803, >-+-99) 4० ८० ((*2) 


202 वी० डो० कोराने तथा राजेन्द्र के० सक्सेना 
की तुष्टि करता है जब फलन+क सम्बन्ध 

क(७, 0 --00प/0प2- | ॥0:॥/प- , ६एशनगिीयक+(वडएड व. 

<€८७थितगएीएधप095 67//2 _ ((७7//प५, /77/४8) (-3) 
सत्य हो । 
यह प्रमेय निम्नांकित के लिये बंध है 

() ७(७४, 9)550(><7775, 9777%) जब > तथा » लघु हों । 
(7) 6(७, )5-0(>? . ८४०, 972 , ४४००) जब < तथा > दीध॑ हों । 
बशरतें कि 29, 4):>0; 70७५, 29)>- 5 ०, १७२० ०: 


0< ७३ <; 0</७<; /२( 7--/८3, 4--/५):>:0; 
78, --/६,, 0/--79) 220; (४-८, १-- ०४)>० ९. 


यह प्रमेय निम्नांकित के लिये भी सत्य है 
(0) 72(0,-#,, 8५--/,)550 बशते कि 7९0, --%,, २७-- १७) >-0 


(0) /वरत/क्त्त बशते कि (0-29, २७-2९) <5/2 
॥//। ह 
फलन ०, (०) को 
अल (7) 
3 2 कक #! /0--0+/४) (/४>0) 
द्वारा परिभाषित करते हैं। 


उपपत्ति 


हमें ज्ञात है कि यदि /#, 4) <६ १४(४ (७, 7) 
अर्थात्‌ 


2, 4594 हा । ४४००४ हे बह हे; 


तो (यह व्पह एके 440) च्टे था 86, 2) (-4) 


बशर्तें कि ॥(9--8--/४, 4--8,--/5,) >0 [2]. 


संक्रियात्मक फलन पर प्रमेय 903 


पुनश्च, निगमन से 


एप | बरो॥ | ९०थ 20+(-०५१7/श टेट कप | होश (०8) | १५२ (८४/०... (5) 
बशतें कि ७ >0, /.>0, 72(2,, 0५):>-], 2(9, 40. 
(-4) तथा (:5) सम्बन्धों में समाकल परिवतं/3 सम्बन्धी सार्वक्षित प्रसेय का सम्प्रयोग करने पर 


| ह | पिया | कीरैश(७ व्यय ४7४9) , (४००४ /7/2) | ८८2४-०४ , $(७, 7) थं& थ। 
0५०0 
“|, | ठय छठैयक) ि (हए/० २५७ (पकन्‍) "जिनके >+89 ४५०) 
बशतें कि 2७, 90; #७, १७०7 0७ 2४>-; 2(9-#4, 4-४०; 
(83 -४,, 82/--/9):20; (<, /७-<!2. जिसे ४उ८४7/7, 7--४7/2, ८>४, 4८५5-०4 प्रतिस्थापन के 
पश्चात्‌ निम्नवत्‌ लिखा जा सकता है: 
4 गे | &#प//१)-72 | ॥(2५७/४७)-7 , ८7/४-५४ , ८€-०७)-7//0 -.. 8, (४)-77॥/७ 
0 | 
>$(४77//7, 777//43) ८8 ८। 


८० हा पी |; ह 


तु (४8 . 
न्‍अनरननननननतपलब्ल-न नल नितिन विन अनिजनानिशानल-+ 5 96 $ हि 
00 तह आज ये जल 0 गम गत 0 री 


२-2६ (८१ (५३ | 


अत: 


४ कक 80 / ४ हा 3८/१) मे ही (६/१४०9)(४--28,, #+ 8५) 45 बं9 
2५ /2 |; | (न 03)(9-+-0.) मत (2 ढ़ ५9 ५9 49 है हट .)' 


पा (5)'पपण7 हि (7)"५8// 877 | ८-०७) 77 //7-४2७)-7//४५ . ((377//५, #7//9) 


इस सम्बन्ध में नियम (-:4) का सम्प्रयोग करने पर 


#धशव ( | दे किह 2 (-कोआए - २५ (कोल 
जिन 295 >न29 4४ व 
उन पाक + (पिन | (/)0४/४श-7 , €ए/िवण  _. 8,777 ४2. $(४72॥/५, /77//») 
बशरतें कि 72(0,, 0,):>>--; (7-०, 4--००):००. 
यदि अ्रब 9(5, 7) से फलनक सम्बन्ध 


€-४४-०३ , (8, 7)5-(3)7#प7 . (7)श/डसी | €परिवां , धो (ऑ7//2 ७ (५-7॥५/7//9) 
&2 3 


904 वी० डी० कोराने तथा राजेन्द्र के० सक्सेना 


की तुष्टि हो अभ्रथवा 


$(७, /) 5558 प/#व77 , (20277 , ०(००+ ३)४+(८५+४५)/ | &ए्एलर (7०098 77//३ ७ (५-१//प, ४/77//4), 


ग्रत: लचे प्रमेय से यह अ्नुगमन होता है कि 


(2+83, 4+-8५) 
ही । है? ५8 
+२(४7(/०४(/ +07)(4+2:) | ॥ छ+ग्राठंपष्म) ((252)777):. ४. ० (4 -८०)/४०) 
></(>४-83, 9+-0५) 
उदाहरण 


माना कि ७(७, /)552?5+238 , #”य०7 , /##/४-३ तथा 0,55०८५5-८० 


तो फलनक सम्बन्ध ([-3) की तुष्टि होगी बशर्ते कि 


धवन णियया 3 धतत  गयय- 
४ 7५ 


अत: (४, 4) 5/०५ | | ९77" | €शिक्‍क॥ | इपनी | इश्श्ना ८5 व 
0०0 


छत थक... 
(77-2,)' हि (4-8५) ”०! +(7-४,, 4 0220 (०३, ०9)>०0 [८] के अनुसार 


समाकल समीकरण (-2) की तुष्टि करता है बशर्ते कि 
ख (9-89, 4-29:0; 2(२,, 29)>#,+, ७+)>70,, ५) >0. 


2. यदि /», 9) ऐसा फलन हो जो (-) द्वारा निर्धारित होता हो जिसमें ७(७, /) में फलनक 
सम्बन्ध 
( |) 


(७, 7) 55७)प०7 , /0७-7 ८07-7/50+920-7/8) , कं ॥ दा (2-) 
की तुष्टि होती हो तो फलन 


वत्य्य्त्राठ्यऋा ७ 5779) मै 2७ होगा। 


इसका अर्थ हुआ कि यह फलन >पने) कोटि के हैंकेल परिवतं के साथ आत्म-व्युत्क्रम है 


संक्रियात्मक फलन पर प्रमेय 205 
यह प्रमेय वध है यदि 

0) ४(०, 90550 (77०, 9-7+5») जब ४ तथा 9» लघु हों; 
(0) ९(७, 9)550 (>्श . €धर 77७ , ४४४०) जब > तथा » दी हों । 
बशर्ते कि 

(2, 4):>20; 2४०), २०)7०--: १2, 28) 72>--7 

0 09--०2०॥, ?ै४- 202)2>25/2; 7?२( //--#.,, 6--/८७):>0; 

(8, --/८,, 8,--/5,) 0 
चूंकि (]-3) में (--/७४८ तथा ८/5-८,5-0० रखने पर यह (2:) में समानीत हो जाता है और ([-2) 
निम्नलिखित रूप धारण करता है 


(2+-03, 4 +-2५) 


हर 
27-+-8,)(9-+-४५) | न 


है 
जयशोठयकओ) एक (272) - २,, (47) ७-+-9, >+8५) 45 बे) 


अथवा 
हि ६ 


77776 ७ 
एव हद] (४ 4+ ०9) 


_ [ ॥ अपि/दि हर 9) ७/४ 
0 (&]+ 0, )( 9-8५) 


जिसे इस प्रकार भी लिखा जा सकता है: 


“५ (25/25) - २)५ (2५८49) -(+ 9, #+2५) 45 वे॥/ 


)ज+/2 , 9१५७+२/2 


छठ) ऑकर्नी0, $7+०) 


अत /2 9 )५2+7 / 


कमर ऐ | १८००० था) 2), (४०) “)५(०)) ताक ठप) 


ठब्यऋत 'सफिलफक, ब9+09) 45 ०0 


जिससे प्रदर्शित होता है कि 


2८ प+ 7 ॥/2 97 श४7/2 


चूंकि 8: 52,5०0 जिसका अथ हुआ कि 


2१ 3 - ॥ * 
# ४60 अंक 2 &6 (३7*, 3.75); २) (५ 2 


बशरत कि फलनक सम्बन्ध 


3 3 कं (>> 7) की तुष्टि हो । 


०06 वी० डी० कोराने तथा राजेन्द्र के० सक्सेना 


उदाहरणस्वरूप 
९(५, 7) --७)५ थिएा।2 | [2 ४०7/8 | €- (७-व)४-०१/४-(ध३४-२७)-०५४/६ 
से फलनक सम्बन्ध (2-]) की तुष्टि होती है श्रौर तब 


(४, 4) 794 [, | ८€-१४-4६ , 0 थि । /- /2 | [१ 2।2-१ /2 हे ८ ०१-93)8-4॥$ €-7(०५- 99)0/-०९ /# दैं& 47 
0०0 


( 6, --2.. “-] $ 0५३ -7 /4 +- ८५ -- 2 --3 |4 २५2 -१ /4 


4&। 


>६ ८... ५). ३-१/2 [24/(6(7+4, - 99)))] . (..3909-7/2 [2%/(4५( 4-+- 4५-- 29))] 
अतः हमें एक चर के लिये वाटसन द्वारा दिये गये फल” जैसा ही परिणाम प्राप्त होता है । 


आधित]/2 | 9४7/2 है (>४ै कर 2, )-/8११+7/4 ()/ -- 26,) 7/#08- (4 


><#.4।903-॥8 [४/(247(5£ +- 26, ))] . /६..3/३)५-7/2 [४/(24,(97-+ 24,))] 
2, ,, 3» ऐल्य है बशर्तें कि /२(३,, 0)७)>०--. 


निर्देश 
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2. डिटकिन, वी० ए० तथा प्रूडनिकोब, ए० पी०, 07&क्रांणाध एश०परएड णी ज० ए४7०9०8 
बात 408 &99॥०2707 पर्गेमान प्रेस, 962 
3. बोरा, एस० एल० तथा सक्सेना, आर० के०, [ांए, ]९४०. ''पाट 7707. रि०ए., 8००. 8 973, 
3 द![!य, 7-9 
4. 


वाट्सन, ॥76079 ०7 86886] एपाटा075. 944 


४ [0]0303 78705॥30 /2॥7॥05370क्‍॥3॥ ?38६॥/8 
४०. 20, ।४०. 3, |४५, ।977, ९३४०६ 207-20 


हाइपरज्यामितीय श्रेणी ८४, से सम्बन्धित कुछ तत्समिकायें 


वीरेन्द्र कुमार तथा बी० एम० अग्रवाल 
शासकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


| प्राप्त--नवम्बर 2], 976 ] 


सारांश 
प्रस्तुत टिप्पणी में हाइपरज्यामितीय श्रेणी ८7५ के कुछ रूपान्तर दिये गये हैं । 
सै 8 8: | ० 


50ग्रा€ त0ाध65 7९8॥९60 ६0 ॥एफ०शरणाशाएंट इछां65 58,, 27 सांत्यता4 दिप्रायवाए 200 
8. १४. 03827294॥, (70५2776४ $2९07008 (00628, (० ७४०!०07. 


9 रं$ 706. 8076 ए्यर्शणाराणा एी ए7चछएछुलथएलणालाएंट इढां55 7५ 79५6 ला 
0097760, 


4.. प्रस्तावना 


कालिज़०) ने सालसूज प्रमेय का उपयोग कर परिणाम 
३ » +477--2, -- ४२५ पक एणा&, 7 “८; . | 
0. | 20 प्र -2777-८, --27--थं, --2/2--८; (-]) 
2--, 2-+-, 4--7, ०2+-7 
--(--]) 27! (2--2८+-2#+- ]),(2-+-८-+-2#-+ ),(६- ८--2#-+ ),, 
धर! (8 का पु  )/(८-+- ),(४+ )॥(९ नि ), 
जबकि 2--2+-4-- ८-5४ -- ] --0 


प्राप्त किया । बायीं ओर की श्रेणी सूसमभारित है। हमने वर्तमान शोधपन्न में डॉगल प्रमेय[, 
जिसके अनुसार 


०, | +ंठः 3, %, 0, «६, -+-!१; । | 
746 गा (-2) 
3! ७--/3 +- [, ०--/-+-, ०--० +[, ०--€-+-4, ०-४ + । 


208 वीरेन्द्र कुमार तथा बी० एम० अग्रवाल 


नए व 8797 )0(०-/- 0+- )(०-- 0-8 4 ) 
(०-४--१४(७०-४+7),/ “ 9-+-7 2४(०-% -+:। )४(०-- 0--व 9(०- 3-० १-०0 )४ 


जब कि 2०७8 --२--७--८--४-- [, का प्रयोग कर हाइपरज्यामितोय श्रेणी ४४५ से सम्बन्धित कुछ 
तत्समिकायें प्राप्त की हैं । 
<.. तत्समिकायें 


[--2#, --20--2, -“77277--८, --2४--८ं, -27--८; 
2 37 | ] 
8+4, ८--, 4--], ०+- हक 


बन वन 76722 )2(0+८+ 28+ )(४+-८--26 +-), 
धर! (0+%(८+(ब+]) (6, 


सा हल ] ५ (छः हे है, न॑-8 ध। कर(फि -+-८ -- 0 न ८-- | कक 20 4 का 8 ( (अदा अत 0 -+ 2-+. | ) 
४९ (6--),,(2-- । )४(८-+ );(2-- [)# 


(2-4) 


जबकि ४--८---०- ८-- 5% -+-]--0. 


2 | --20, --277--8, -7208--८, -27--थ॑ं, “ा2४--८; १ 

६ 8+-4, ०+, ४--, ०+-। !] (2-2) 
स्स्2 , | 77&8-7-४, “72४7-८2, --2/ ञ्र्थ “27- ८; . 
3 ४ कम 9--4, ८--, -- 4५ ८2-- [ है! 


| 


कि 20५ 7%ऋ-४ + )66 +८+),0-+-4+),(: +2--), 


3 नमन मनन “+कनननन+पक-ननकलकणभ५ ५ िलकनन-मन मनन कब ७... 


7 (0+(2+)(77),67- 8), 
3. उपपत्ति 
डॉगल के प्रमेय (]-2) के वाम पक्ष में ०-- _ 20--2/ रखने पर 


रु (--2४--2#),,([ --#-- >-7“ 27“) /77-/)9(8),(2) /(0))(६);/(-- /272/27(0)/(६)/( ४7४)» | गा 
»«0 (“7-+-/2),(- %ऋ--% -/3+-4).,(--2#-- 2/ “7%-+4)2,(-- ७४ -- 22--&$ --)%» 
(“ #--2#-- «-- /)»(--४#--2# -- 8)» %! 


आओ िा+ 206 -7%+700%60,0),(0,(-9,,..._ 
»«0 (77४7-+-/),(-%#%-+ %#-..8--] )/(+कआऋ-+-कऋ- 7-7 फ #74)/(--<४--2/-8 -[.] )» 


(72--2#-- «बन )/(-#+2# +-),, »! 


कतई टिक “मत 09060 0)(0/(--०) __ 
(हज/(८ आन आऋ- 8-0. % १25: क्‍(-तय कण बता 


(2#-+-20-«४+]),(-# 4-20 ), #! 
जब # शून्य को अग्नसर होता है तो यह 


है।इपरज्यामितीय श्रेणी ,/५ से सम्बन्धित कुछ तत्समिकायें 209 
गए (--<४),(-४))(8),(2)).(9),(०),,( --/0)» 
»«0 (772 ०-2४-/+-)%(--2४--१+),( -ऋ-७+),(-ऋ-«+३ ),( ४ -- ६ --) 5 


0 ( -722)/(/0); (०) (0 )४ (६) /ध कि कलश 
 2(>थआान#क+ कफ ज॑आरमाेटटऋ॑ौ॑ को) तूआण गा प्रा 


| -+८707, 3, १; 0, ८; - ] 6 
हक | गए<४- +, --28--१+, --2४-७+!, --2#-<८+] |» 


दि (-- 277) ४(,3)॥ (१/)/(0०)४(६)४ 
2(-727--/ + )/( --208 -- »-+ 4)( “277--०0 -+ । ),( - 72/१-- ८  +),, ४! 








डॉगल  प्रमेय (42) के दक्षिण पक्ष में ०-5 - 2# रखते पर यह्‌ 


(--2४ +- ),,( <7-|8--)०-+-),,(-- 28 १ जा औकात 7 277%-70 7 )(--27-0-(8+- )& 27--0-/3+- ), 
(“27 - /2-+- ! )॥( 20--% -+- ),,(( - 28 -- 0 - )॥( -- 27--/2--% 9--4)» 


इस प्रकार 
हे (--270, 3, %, 0, <; पु 
बे | “27--/+4, --20-%»-+, -2#--0० +-, -#--«6--! ॥. 


( 2४) ४४ (2) 7(१/)४(0)४(६)/ 
2( “2#2-/9+:4),(--2४--३/ + | ),(--2/ 0+ )8( “277- ८ -+-7) ४! 


(--2/77-- ) )( 20-(0--»/ + । )/(- - 20/:-/-- 0+ ),( - 20-80 28--4)» 
(-+आ-#+)(- छऋ--३>+)/(-क- का), %करटहढ”ट7८%& था 2-+ )॥( “27--%»- ),( थक 0+ १),( 2-3 »#--०+-4)& 


जबकि 8--9--9-- 6८+-3४--]--0 


प ---27, ॥४| १०५ 0, ८; | 
या, ६/4 20-2+7, -->27--%-+7, --28-09--4, -->#-«८ --7 । 


ही (--277)#(8)/(५)४(9)/(६)» 
2( - 2४-/-+-)#( -- २४--»+  )५( “2४-09 -- ),(-- 27--«--] या! 


( व 0 ६ 27-- )0( 2 0 --€८नै- )0( 27 --/2--€८ न ), इस न पल गा हि लि 2 27-->/ ध्ा न- । ) 


(72#-/+2(-ट/-/+%(-टा-०+क)),(->-क-8-फ- माफ 
जबकि 8--»--9--6+३४-+--0. 
अब 8, », ७, & को क्रमश: --20-0, -- 28 - ८, --#--८, --2४-८ से स्यानान्तरित करने पर 
के गाडआ, “ 27-89, --२४--८, -20- थ, --2#8--८ .! 
घट 4 | #4-, ८+-, 4+-, ८--] हे 


ही -20)॥( -720--8),( --20--८)७(--2# -- 4),(--2४-- ९), 
2(0-+ );(2-+)&(4 + ),,(2+ )४ 2 
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(--)(--2%8--),(20-+ ध-- 2+ )0(20 + 2 -+- 2-- ),(20-- ८ नह 5 46 
(8--7 आए +)#(८४-+ )॥ (-77-- ८) 


जबकि 8--८-- 4-- ८ --- 5॥४-- ] 5-0 


की ् 
ििननननता 


अथवा, 


2--4, 2+, 4--, ०--॥ ५ 


(7 )7 28! (2084 -८-+ )(20+2-+०--)&(20+८--८+ ९)» 
डे! (0--)0(2--4 (८ -+-। )४(०--ई )४8 


हज 0 808 %79+2 -+)0(/--८--)0(0--4-- ),,(0-- ० --- ), 


2(0+ 3 );(८+ 4)0(6 + )/(2--) ७ 7 
जबकि 2-+८--4--०-- ४७४+ ] --0. 


कं -+20, - 7280-68, - 28-2८, --<28--६, --27#--८ 
544 3 | 
8 


इस प्रकार हमें तत्समिका (2:]) प्राप्त होती है। तत्समिका (]-) का प्रयोग करने पर हमें 
तत्समिका (2-2) प्राप्त होती है । 
निर्देश 
. कालिदूज, एल०, (२९४०००70 706 86ज्ांग्रथण० १(०७/००७४४०० 70०]8 एफ्रंपटए/६8 )] 280099, 
970, &॥,॥9, 9]-95 


2. मंकराबटे, टी ० एम०, एप्राए00$ ० (ण70०४ ५०४४०॥० मैेकमिलन एण्ड कस्पनी, लन्दन 
962, पृ० 37 


४ []373 २7२97 5॥93व व ४ ॥0537]060॥3॥ ?9६॥ | ८8 
४० 20, ४०. 3, |४७५ ॥977, 7०४९६ 2-27 


» चरों वाल सार्वोकृत फलन सम्बन्धी कुछ सान्‍त समाकल 
जें० एम० एस० यादव तथा वाई० एन० प्रसाद 
अनुप्रयक्त गरियत विभाग, इंस्टीच्यूट आफ टेक्नॉलाजी 
बनारस हिन्दू यूनिवर्सिटी, वाराणसी 
[ प्राप्त--सितम्बर, 9, 976 | 
सारांश 
प्रस्तुत प्रपत्र में ” चरों वाले #-फलन को परिभाषित करते हुये इसके अभिसरण के प्रतिबन्ध 
दिये गये हैं। इस फलन से सम्बन्धित कुछ सान्‍त समाकलों का मान निकाला गया है । 

0504८ 


86076 गा ्रीश्शाबोंड पाएएगीजार इशाशबॉए0त काला 0 की फ्ध्या)९5., 29 3. ७. 
65. १808ए 370 ४. 7९, 73536, 39.60 /ब्शादायबा08 566007, 78706 ० 76०770]029, 
829795$ 700 ए॥ऑऑएशआ9, भशाधा48|. 


व जञाल्इलां एवएश०' ज6 8५ए6७ 4६66 प€ म-पिएाता ए ५ एक्ा३065 9 ६6778 ० 
#-0070077 उंग्राद्शांड 276 #8ए8 शाएशा (6 20वा[[078 एव बा्बाएपलाए 800 ०000ए७02०१०९. 
ए/& [38५९ धि67 ९ प्रध/०8 5076 गयॉ९ पंशा्शा488 वाए0पजिश एी5$5 एाएा07), शत) 878 
वणा।6 8००८ वी प्रापाठ शाते प्ःों व 530ए08 प्शाॉगा। 007०67४ एथप९ 9700]075. 


4.  प्रस्तावना 


# चरों वाला सार्वीकृत फलन निम्न प्रकार से परिभाषित एवं प्रदर्शित किया जावेगा । 


४ ! ) (५५ (०७/))) 


। 8 2 7 
प्र) -क ४2, # (82% (,4))/ को 


शा कर (०७१७) 07) 2 
(४,), ((2,-) (4.2, (0,.0/)) 
नत्क (60 “(2०४ ४७७7  (७०॥ (.व) 


2 7 3 
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॥77! सजी 4 72 १३ 
#8॥ “(7-८ रा कप (]-- 2 22 नव ०॥:/ ५७%) 





जहाँ 02 3 4 मिल कक 8 किक 2 ++ पदक जबकि २०: म मन नली शिड तक की 
॥9 , आशा कि व वि अत 
जनक )) 2, ॒ं "० <. ०/.7 
अचचाःप+] ' कह दिन $ 30 /च्यकज हर द्स्न्वि की 
है! ।; * 
7 शबधाउ- का 54%) 7 7(।-०८४+%४ 5४) 
बा. ७३ मा 
तथा अल ह # का 
रा च(-+बंदान कफ 58), ४ (०४-१४ 5) 
3. मिल नीय ' 


7 
जहाँ 77 बं४;न"धं8,45५ -.. 45, 
ह्‌ माह 


(4,)74,, 4५, <-- 4. 
((०,७४)) (१७/)) के द्वारा (८१5 ११7५))3 (०५०५१ ४0 की 


((2,७॥५ १४7७)) थी (८३७75 2777)) के दा री | ता) 60 000), #%+ (2.9, १77, ) 


॥ | न्क 
| के द्वारा | | कह | सूचित होता है जहाँ ४4, 29 --७ ## संमिश्र तलों 33, 3५ --« ४/ 
(7:#) व ४२५ या 
में कंटूर हैं, ७, 2,, »,, ... 2,, 4, 2,, 0५, -.> 02,, #, 24,, 24,, ... 2/,, #॥,7४,,/४,, ... ४१, 
घन पूर्णाक हैं जो निम्नांकित प्रतिबन्ध की तुष्टि करते हैं : 
2, 4220, (2:20, 0</4:0<7/; 9 +2:<€ 4-20: #£, 2, ... 7 


. 3:50 (7:--, 2, ..., #); 


(०४), (चल ... 2); (8)) (7#57व ... 4); %॥ (55] ... 7; /55, 2, .,. 2); (५)) (5-] ... #, 
/755, 2, ... 2,) घन संख्यायें हैं । 


4४0 व- | .« 0); 0(एंकड] ... 4); ८(/(75] ... 7; /5"57 «.. .,.); 4;; (४७व ... ४; 75] ... (2,) 


संमिश्र संख्यायें हैं। कंट्र 7& 5(/८-- ... #) तल में है और अपने लपों सहित --7०० से --7०० तक 
विस्तीर्ण है जिससे आश्वस्त रहा जा सके कि 


7 
28; हा 049 59) (४ ल्‍5६ ... #0 तथा 7(4८४-%॥ 5४) (755, 2, ... ॥४//) 


के पोल कंटूर के दाई ओर तथा 


कुछ सान्‍त समाकल ०]%4 


7 
4 (।- 4) न ०/;। 5५) (#55३  ... ४), एवं 7५] -“7८४7+9%/ 5; (7८5] ... ४;) के पोल कृंट्र 


के बाईं ओर अवस्थित होंगे । 


कंटूर समाकल (]-]) अभिसारी होता है यदि 


भि8 5॥| <$ए७ड$ (०८-0०) (४-व ... +) (42) 
जहाँ 
] 2 7 6 3/[८ ५2. 
६ 2 #2: ०८४०-८० न ०५४ न न 2, 2८ गि् पी ०; क्््य ० 
हल उच्का+2 च्य उच्कातत /च्ा चर (कंय, 

१४; 4) 
आ हो हो का ] * ३ 
हैं ॥ री तर (त7 825 हा 


(:) द्वारा परिभाषत /” चरों वाला 2/-फलन / चरों वाला वेश्लेषिक फलन (४,) होता है यदि 


!? 8 ५ 62५ 
2 ०८ नी १7 < 2 30 + 22 0; (/ ८ 0020 8३४ /*) ( ] 4) 
उच्च च्. है है का, 


ब्राक्समा 7 काअनुसरण करते हुये यदि यह दर्शाया जा सके कि जब #--0, स(५)50( |४;| ५४) 
(०७) के लघु मानों के लिये जहां 


०५ च्य्यात, २ (६9] (४55), ..., 4;; /:55 , ..., 7) (*5) 
जब 7४5-- 0, 
ध(.)-०६ | ४६| ?%) ((!, ..., “) (०५) के दी मानों के लिए 
जहाँ 8, +णकत # तय) (+।, ..., आ0 (४०, ..., :) (6) 
४ १६2॥ 2 


यह रोचक बात है कि जब «//(75-, ..., 2), 5(775, .-७ 4), %#(75, .... 2,), »& 
(5-, .. 02,: £557, ..., /) में से प्रत्येक इकाई के तुल्य होता है तो (:) » चरों वाले 6-फलन में 
समानीत हो जाता है जिसे गगे ।! ने परिभाषित किया है श्रौर जब #--2 तो यह दो चरों वाले झ- 
फलन में समानतीत होता है जिसका अध्ययन मित्तल तथा गुप्ता /, राम 77, सिद्दीकी ४ इत्यादि ने 
किया है । जब #-] तो (-) फाक्स 9 द्वारा परिभाषित एक चर वाले #- फलन में समानीत हो 
जाता है। जब 75-4०, तो ” चरों वाला ४ फलन यह एक चर वाले 7 फलन के गुणनफल में 
समानीत हो जाता है । 


9]4. जें० एम० एस० यादव तथा वाई० एन० प्रसाद 
2. ज्ञात फल 
समाकलों की उपपत्ति में निम्ताँकित ज्ञात फलों का उपयोग किया जावेगा । 


यदि 2/2८()) > [/९(/८)|, 


7 । ग्(26 7()-+ ३४) 7(0-- ३४) 
- _>2)५-१॥ 76 (/< दे ३ गा रा पल कल” 367 “विवि 
तो |. लि 4 [0 47 किलो 0 70-07 37: 


4(-३/४-- है” + $)| (24) 








यदि १((.) >0, /(०):>0, 


















(2? 0-7 ह 88 -- थे __< 2८ (/०) (४+-(0--7. की 3 
3 7 2 
यदि 7९(०)>0, 
3।2 _ ८<(४--) (७ + [/2) 4($- ४७) _ ! 
यदि (79)>0 तथा # एक घन पूर्णादूू है तो 
[/2 मद लि 22 0 ) 
[०08 2/ (००४ 0) ९ 88-फरस फू 7 57 कर >+ व किटयया) (2-4) 
यदि 2(2# +- )>0, 7(2४+)>>0 और » 0, , 2, 3 ... 
पर /2 
तो || ००8 2086 (०05 0) (8॥7 0)27 40 
__2(7-+7# +/2) (४-+- /2) प हक क्‍/2५ 57,55४ | ] (2.5 
जज ट2कन#४#+) . 7 [-७, --#+-/2, !/2 ) 
3. प्रमुख फल 
हम (-) में परिभाषित सार्वीक्षत फलन वाले पाँच समाकल स्थापित करेंगे । 
है ॥ 
|. न ((--%9)"०२ #८(७) झ[(2,(] --0)%)]4%४ 
न न ; 
 /(-/2७-+/27--) ८ (--] /2//-- /27+ /2) 
| धनी ) (]--०-/2#, (8), (-/2+ /2/% (४), (०५, (०/७))) 
/2 2, ध्‌ न2 ( ५8 /2, (#,)), (! हि [/27--/, (/.)), (82% (3,0))) 
प्र ० (3-) 


(/4, ), (५) ((८,, ४),.) (११+ /,.) 


(६, (2,), (0, (2,) 





। 


(7) (९०,) 
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7 
बशततें कि /7220 (॥६--, -.., 7). ने ही /% ०॥):०-०0०, 
[धा8 +2;| <_]/2 ए; # (८ ++]... /), ०[.:>0, 
जहाँ ०६ तथा (7; को क्रमशः (:5) तथा (-3) द्वारा व्यक्त किया जावेगा । 
| 
| %१-+ (9->)/77 पझ्र[(2,४7(7->)*7)]4% 


। 0, ह 2 (| 5० 2५ (/,)), ( . [+ (४. )), [०५५ (०, /४)) ) 


! 
0 अं मिल कह वक 0) | 

_बकजक | टिकी! [(जहए० नर एक (की... "० हि 
/ (04,), (2४) ) ((०/7,), (४/2)) 


*(9,,, (20“ |((४,2,), ($०,)) 


बशर्ते कि. कविता... 7020, #॥06ल्‍5] _.- 7020, #(०+2, ६ ०६0 


५ 
#(४+-2 ६ /॥ ०७२0, [शड़ 8॥| < 0 0 रह ५०४४) 
]. 


जहाँ ८६ तथा | को क्रमश: समीकरण (-:5) तथा (:3) हारा दिया जाता है, 
ग्र/9 
| ००05 200 (आं7 9)? म्र[0,(5१7 0)“, 
0 


_2(/2- 0 7(/2--/0 








हर 
0, ४-2 (--/29, /2(0,)), (/2--/27, /2(8,) 
| +2, 4+3 ) (०५५ (०,/))) 
के (--]-9», (४,)), (--/-/20, $(४,)), 8, (3-3) 
(७-/27, /2(0,)), (8५% (8/५))/ 
(24,), (२४५), | (०१,), (७४४) 
ह का ((४/0,), (»,2,)) 
बशरतें कि 820 (:-] ... 7); #(?-+-] +2, 8६ ०070 


धए 8, | </2 ए/#(८--] ... 7) जहाँ ए;% तथा «६ को क्रमश: 


2]6 जें० एम० एस० यादव तथा वाई० एन० प्रसाद 


(-5) तथा (-3) द्वारा व्यक्त किया जाता है । 


[रा 0058 2/0 (०08 0० म[(2,. ००४ 0)/7)]40 
0 


नल 


0, ४-+-] (- ०, (/,)), ((०५, ०,/»))) 
पं |, कक (-/४-/27, 4/2(8,)), (/४--/27, 
च्त्मा प्र. /2(0)), (2५% (0/4))) 
(१4,), (2४५), (०/7,), (१५४))) 
मत (2०,) (४,०,), (०७०.) 


" (34) 








बशतें कि (५-7 कट ॥[ ०॥.):०0, [धा३ 8/[</2 ए; #(/८5०, ... ४) /४/॥(/८55, ... /)->0; 
7 


जहाँ छ;, तथा ०६ (3-3) की भांति दिये जाते हैं । 


ग्रा 8१207 | 252 9९%, 
॥ 008 78 (००85 ) भंए 9) ्त[[ 6, (००8 5) )|० 
_ के रहिज7य+]/ 7(-फ-ए) 7(-#+7+/2 7(-/-7+/2) 7(७४+ /2 7(/2) 
750. 2छ-+/2) (०-2) ४ (--#+#7/2) ४ (--०-श४+व/2+7) 7? ४ (४+-/2) | 
रा 


| 


2+-4, 4-4 ) 
(24,), (2१४५) 
| (.), (०.) | 


0, #४-+- 


(-/2-2--6), (/»), (०५, (०:७)) 
(“2-24 -, (/9)), (2५, (8,५०0) 

(०५2,), (»2,)) 

((०४,2०,), (5०,)) 








(8,) (3-5) 





7 
बशरतें कि श(2४-+)>0, 0(20/+2 < /॥ णन)>0 जहाँ 4४0 


[धाह 50] <]/20ल्‍# (८5५-), ... , 7) जहाँ एछ& तथा «; (3-4) में दिये गये हैं । 
उपर्पत्ति 


(3-]) की उपपत्ति के लिये (7&,) के स्थान पर (-:]) को रखकर कंट्र रूप में बदल लें और 
समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर 


(जा) (७, ०४७० है (को [[ त-#/कर्ट #छ४-। 
टेग्राॉ/ / (:/) क हर पक । हे के ३ ध्वनि, गम 
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अब हम आन्तरिक समाकल का मान (2-]) से ज्ञात करें और (-) के अनुसार विवेचना 


करें तो हमें फल (3-]) प्राप्त होगा । 


अन्य फल इसी विधि से ज्ञात फलों (2:2-2-5) के उपयोग द्वारा सिद्ध किये जा सकते हैं । 


विशिष्ट दशायें 


प्रमुख फल में #--2 रखने पर हाल,ही में राम/” द्वारा दिये गये दो चरों वाले म-फलन के परिणामों 


को प्राप्त कर सकते हैं । 


निर्देश 
ब्राक्समा, बी० एल० जे०, (१077708. १४७॥॥. 45, 239-34] 


एडेल्यी, ए०, 996 णी पाल्शा०। पप०0४/ण7, भाग | और 7, बेटमान मनुस्क्रिप्ट प्रोजकेट, 
मेकग्राहिल कं०, 954 


फाक्स, सी०, ट्रांजे० अमे० सथ० सोसा०, 962, 98, 408 

गगें, ओ० पी०, विज्ञान परिषद अनु० पत्रिका, 975, 8, 78-8] 

मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, प्रोसी इंडि० एके० साइंस, 972, 75, 7-25 
रेनविले, ई० डी० “39८०४ #प्ण७ा००7, तृतोय संस्करण सेकसिलन कं० न्यूयाक (965), 
राम, एस० डी०, पी-एच० डी० शोध प्रबंध, बनारस हिन्दू यूनिर्वासदी 974 


सिद्दीकी, ए०, पी-एच० डी० थीसिस, बनारस हिन्दू यूनिवर्सिटी, 975 


४ []3॥3 ?375]3व व /058॥ 43॥ ?3६॥ [८8 
४०. 20. ० 3, |५५ | 977, 7३४७६ 29-222 


रोगजनक स्वलरोच्पोरा ग्र सिनीकोला हारा संक्श्िित बाजरे के पौधों 
की पत्तियों में वाह्मत्वचीय उाटुघ्ण 


आर० पी० यादव 


वनस्पति विज्ञान विभाग, श्री वाष्णय कालेज, अलीगढ़ 


[ धाप्त--अगस्त 27, 976 ] 


सार्राश 


सहायक कोशाओों की संख्या में अनियमितायें स्वस्थ पौधों की पत्तियों की अपेक्षा अस्वस्थ पौधों 
की पत्तियों में प्रधिक होती हैं। इसी प्रकार से उतके आकार और पररवाग में भी अनियमिततायें स्वस्थ 
पौधों की पत्तियों की अपेक्षा संक्रमित पौधों में श्रधिक्र पाई जाती हैं । 


है, र ।. ॥ है! ७॥॥ 


&5070ए णा ध6 ९७ए०फ्शापन छ्वाशा। 6 छछ्ता पावर स्‍0487९५5 गरा8280 फ#9ज 9ट0059074 
शाबागाधं2008, 27 7२,?, ४३१8९, ॥69थ/पढ८ा 0० 80079, 8.४. (0088, 384॥77. 


0 ०97079065 0 ॥8 प्रपा।/0&/ णी इ7/शंताद्राए 685 66 6 इ०ग्रादा68 दा गंशील' 
0 [86 [08ए९5 07 (06 776०0866 9987॥$ 4 77 46 स्‍68५65 07 ६6 ॥62॥7 फोधाया3.,. &०707- 
प्राधथा065 7 76 589९ धा06 झंर6 णी 6 अरशंवीदाप ०९8 6 850 ह8267 7 6 488785 


० 7060066 949॥[5. 


स्वलेरोस्पोरा ग्रेमिनीकोला बाजरे” में हरी बालियों वाला शेग (ह्या८०॥ 6७" 088888) उत्पन्न 
करता है वाह्मत्वचीय समुच्चय के अध्ययन के समय संक्रमित पौधों की पत्तियों में संरन्धों को संरचनाश्रों 
में कुछ अनियमिततायें देखी गईं । रासायनिक अभिक्रिया के फलस्वरूप तथा बिना किसी अक्िक्रिया के 
संरन्‍्धों के आकार तथा रचना में उत्पन्त प्रनियमितताओं का उल्लेख कतिपय अनुसन्धानकर्ताओं ने किया 
है (वेबर/), विस्सनबौक[], ब्राट), और वेबर, डेहनेल | इनामदार और राव तथा रमय्या४) | 
यादव” ने बाजरे की कुछ प्रजातियों में संरन्धों के आकार झौर संरच्षता में विभिन्नताञों का अध्ययन 
किया है। शर्मा और सेन) ने सोलेनय नाइग्रम (लिन०) के सरनन्‍्धों में बहुरूपता का श्रध्ययन 
किया है । | 


2? 4 


००0) ग्रार० पी० यादव 


प्रयोगात्मक 


सन्‌ 969 के फप्तलीय मौसम में संक्रमित तथा स्वस्थ पौधों की जड़ से पांचवीं पत्ती के टुकड़ों 
को फामंलीत-ऐसीटिक-ऐल्कोहुल (#8.४.) में स्थायीकृत कर लिया गया। अपाक्ष सतह की वाह्य 
त्वचा का अध्ययन किया गया। अपाक्ष सतह की वाह्म त्वचा प्राप्त करने के लिये पाल, रामानुजम तथा 
सेतत/ की विधि अपनायी गयी । 


परिशाम तथा विवेचना 


साधारणत: संरन्ध्रीय उपकरणा में दो द्वार कोशिकार्यें एक संरन्ध्रीय द्वार को बनाती हैं तथा दो 
सहायक कोशिकायें सहारा प्रदान करतीं हैं । इस प्रकार साधारणत: बने संरन्ध्रीय उपकरण के साथ साथ 
कुछ अनियमिततायें भी होती हैं। ये अ्नियमिततायें संरन्ध्रों के श्राकार में भी हो सकती हैं या द्वार 
कोशिका तथा सहायक कोशिकाओं के ग्राकार तथा संख्या में हो सकती हैं । 


इप लेख में सहायक कोशिकाग्रों की संरचता में अनियमितताग्रों के अध्ययन का वर्णन किया पया 
है जोकि सहायक्र कोशिकाप्रों की संख्या के कारण था। अस्ताधारण संरन्ध्रों में केवल एक ही सहायक 
कोशा थी या ठीन सहायक कोशायें हीं या दो संरन्ध एक साथ थे और उनमें तीन सहायक कोशायें थी । 
कहीं कहीं पर संरन्ध्रीय द्वार में एक ही द्वार कोशिका थी या एक भी द्वार कोशिका नहीं थी । सहायक 
कोशाओं और द्वार कोशाओं की संख्या में देखी गई अ्रनियमितता संक्रमित पौधों की पत्तियों में श्रधिक थीं 
(सारणी-) । 


सारणी 


सहायक कोशाओं तथा द्वार कोशाओं की संख्या में श्रनियमिततायें 


जयााााआ. २+/नाकाकारंनकभब»काकक.स. जता पलक विलणाकता कर #गएलतनत ॥ एृडा+#क्‍40%/0७५ (अर विपिलकतप्याावयप०४ कक सम फ 





ग्रनियमितताशों के प्रकार 
| 
प्रकार ] 9 8 4. 5 योग 


स्वस्थ पौधे की पत्तियाँ 0.050 0.020 न 0.00 न 0.080 





संक्रमित पौधे की पत्तियाँ. 0.600 0.400 0.500. 0.400 0.600 2.व50 





]ल्‍-5एक सहायक कोशा वाले संरन्ध्र, 

2>-तीन सहायक कोश वाले संरन्ध्र, 

3--दो संरन्ध्र एक साथ और उनकी तीन सहायक कोशायें, 
4ल्‍चझसंरन्ध्र में एक द्वार कोशा तथा 

5>-:संरन्ध्र बिना द्वार कोशागप्रों के । 


बाजरे के पौधों की पत्तियों में वाह्यत्वचीय समुच्चय 22] 


संरन्ध्रों के आकार और परिणाम में विविधता दोनों ही प्रह्मारों में पाई जाती है परन्तु अनिय- 
मितताशओ्रों की श्रावृति रोग ग्रसित पत्तियों में अधिक है (सारणी 2) | 


सारशी 2 


आकार तथा परिमाण के अनुसार संरनन्‍्ध्रों की ग्रावृति 


डा छ>5०ी5&०ण अटल स अल ्ललहनॉअओइ"&४& ५+ौ५अै४ससससक  सबअ  ल बॉ शफच  स  ् स्‍घछस्‍स्‍अ&औघख णखछ  ख&|॥&_ाी अ/ख'७खस/$3/खखबलखबससफसक्‍रस क्‍िलललड: ओआ। 5: अ&>&>&ञ&ञ&ञऑड  अइमन्‍-रइइभ3डससजक असली कल तल तन लनननननन न ननन-नननननननन न नन-नम मनन «मऊ ननननन% ५ >े-जननग 





आवति 
| 
लम्बाई ()५४) में चौड़ाई (७) में 
प्रकार 3]-35 36-40 4]-45 46-50 2]-25 2०65-30 38-35 36-40. 4-45 

स्वस्थ पौधे 

की पत्तिपाँ 5 ०4. ] -+- 9 95 ] कर | ज- 
संक्रमित पौधे 

की पत्तियाँ 5 ]9 6 ह 9 [2 ]5 4 छः 


4 मन-्तनभकंतननक कमान 3+७५७५०५॥॥१५०५॥३५१ वन वसकाइभ१छ७७ का भमानकन॒क तप पगगए या रजत पिलन2 ० ताप, 


उपयु क्त वर्णन से यह स्पष्ट है कि सहायक कोशाओं की संख्या में अनियमिततायें स्वस्थ पौधों की 
ग्रपेक्षा संक्रमित पौधों में श्रधिक हैं। इसी प्रकार से पौधों में संरन्धों के आकार और परिमाण का 
अध्ययन किया गया तो यह पता चला कि संरन्ध्रों की लम्बाई के लिये अधिकतम श्रावति वाली कक्षा 
96 से 40 '/ की है तथा संक्रमित पौधों की पत्तियों के लिये अधिकतम आवृति वाली कक्षा 4] में 45 
४ है । स्वस्थ पौधों की पत्तियों में इस कक्षा में केवल एक ही संरन्ध्र पाया जाता है। चौंड़ाई के लिये 
स्वस्थ पौधों की पत्तियों में श्रधिकतम श्रावति वाली कक्षा 26-30 ४ है | परन्तु संक्रमित पौधों की पत्तियों 
के लिये अधिकतम आवृति वाली कक्षा 3-35 ४ की है। 26-30 'थ वाली कक्षा में भी संरन्धो को 
आवृति प्रायः: समान है । 30-40 )/ और 4-45 ४ वाली कक्षाओं में मी संरध्ोों की आवृति है जबकि 
स्वस्थ पौधों की पत्तियों में इन कक्षाओं में कोई भी सरन्ध्र नहीं पाये जाते हैं । 


यादव ने सन्‌ 969 में यह भी बतलाया कि संरन्‍्ध्रों का असामान्य विकास एक एक आनुवंशिक 
लक्षण है इसलिये इस आधार पर यह कह सकते हैं कि संरन्ध्रों के असामान्य विकास पौधों की संक्रमएता 
से घनिष्ट संबंध है । 


मैं डा० बहादुर सिह जी का मार्ग दर्शन तथा उत्साहुवर्धेच के लिये अत्यन्त आभारी हूँ। 


222 
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ग्रार० पी० यादव 
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पेपाक्नीन-सरक्यूरिक क्लोराइड संकुल 


एस ० एसए० गुप्ता 
रसायन प्रयोगशाला, मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 
तथा 
आर० कोशल* 
होल्कर विज्ञान महाविद्यालय, इन्दोर 


[ प्राप्त--अगस्त 20, 976 | 
सारांश 


चालकतामूलक अनुमापन तथा विश्लेषण आंकड़ों से ज्ञात हुआ कि मलेरिया ओषधियों में 
मेषाक्रीन, मरक्‍्यूरिक क्लोराइड के साथ ऐल्कोहल माध्यम में :2 सकुल बनाता है। संकुल संरचना की 
पुष्टि भ्रवरक्‍त स्पेक्ट्रम (7) से भी की गई है । 
30507 बॉ 
शाबलशाातल-गवालशदाएंट लात ००.०४, 27 98.8. (00908 270 २. ( 8प४॥, (याशा- 
22 |.8907800788, (०४॥४] ५2५०7 ०० ए४ं०५ए६४५०, 3॥0]7थ. 
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मेप्राक्रीन (), 6-क्लोरो-9-[(4-(डाइ एथिल ऐमीनो)--मेथिल ब्यूटिल) ऐमीनो |-“-मेथाक्सी 
एक्रीडीन, का एक अणु मुख्य रूप से दो भागों में विभाजित किया जा सकता है : 


|. (# . (८॥2),/४(८०/&)४ 


_#उपका कप 


का ८॥+५ 


( # बच कप 


(7) 


0८५ 








४ अवकाश प्राप्त ज्ाध्यापक 


224 एस० एस० गुप्ता तथा श्रार० कौशल 
(() डाइ एथिल ऐमीनो--मेथिल ब्यूटिल ऐमीनो पाश्वें श्ंखला 
तथा (2) डाई आर्थों डाइ बेंजो-4-ऐभमीनो पिरीडीन । 


घातुओं के साथ संकुल बनाने में उपर्युक्त दोनों भाग या एक भाग काम में आता है, अत: घातुओं 
के साथ एन्टीमलेरियल के संकुलों के अ्रध्ययत” *) को आगे बढ़ाते हुए प्रस्तुत शोधपन्र में मेपाक्रीन- 
मरक्‍्यूरिक क्लोराइड संकुल वरशित किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


संकुल का संयोजन 


(ञ्र) मेपाक्रीन हाइड्रोक्लोराड (0:04 ॥/) तथा मरकक्‍यूरिक वलोराइड (0:0] 2४) के मानक 
विलयन 90% शुद्ध एथेनॉल में बताये गये । लीगेन्ड के 2-5 मि०ग्ली० को 300 मि०्ली० तक तनु 
किया गया तथा उसका अनुमापन्र धातु विलयन के साथ “तोशनीवाल” चालकतामापी दबारा 29 से० 
पर किया गया । आयतन संशोधन के बाद प्राप्त परिणाम :2 मेपाक्रीन : मरक्यूरिक क्लोराइड संकुल की 
पुष्टि करते हैं (चित्र ) । 


056 हि. 


२०७-4क००04- 4०५. 
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(3) 
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न 
ड (3 2 रथ 56 8 (0 
#॥&7.46 786 “सन 
चित्र । 


(ब) :2 संकुल की पुष्टि जाब की संतत विचरण विधि के उपयोग द्वारा चालकता अध्ययनों 
से भी होती है। चालकता अध्ययन के लिये दो बार आसवित जल का उपयोग करते हुए दो सांद्रताग्रों 


पर स्थायित्व स्थिरांक निकाले गए (चित्र 2) । 


वियोजन तथा विश्लेषण 


मेपाक्रीन बेस (आधिक्य) तथा मरक्‍्यूरिक क्लोराइड (] ग्राम) को अलग-श्रलग परिशुद्ध 
ऐल्कोहल की श्रल्प मात्रा में घोला गया । लीगेन्ड तथा धातु के विलयन को संतत विलोडन के साथ 
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मिलाया गया तथा बाद में बफ में रखकर ठंडा किया गया । फलस्वरूप पीले रंग का संकुल प्राप्त हुआ 
जिसे छानकर तथा धोकर शुद्ध किया गया । संकुल 2[5? से० पर अपघटित हो जाता है। प्राप्ति: :4 
ग्राम । 


! 0 5. 
् 0-4 तु ० 
न्‍ । थे 
कि 
| 0-3 
है ! 
0//2 <$/68 8/4 /2/0 


#70/ € /४६३/१/ (/6,4/४० /९,47/0 -*- 


चित्र 2 


संकुल में, 8, 42-78, 2), 5:5 तथा ५, 3-90% प्राप्त हुए जबकि 0,,ल,,/00,० -2प्॒80 
में सिद्धान्तत: प्8, 42-56, 0, 5:04, तथा ४, 4-45% होना चाहिए । 
विवेखना 
उपयंक्त परिणामों के आधार पर मेपाक्रीन-मरक्‍्यूरिक क्लोराइड संकुल को संरचना () के 
द्वारा निरूपित किया जा सकता है । 


( (६ 
22 
/4 के 


/7/४ 22 | (८; ््ध 32 
(//-- (८/42 ) 39 





संरचना की पुष्टि अ्रवरक्त स्पेक्ट्रम (7) अध्ययन द्वारा भी होती है जित्तमें घातु नाइट्रोजब का 
अवशोषण बंड 645 ०० पर प्राप्त होता है। संकुल का स्थायित्व स्थिरांक (028 7(--7-02) तथा 
तदनुसार मुक्त ऊर्जा परिवर्तेन ( ७ 77-०--9-3 किलोकलोरी प्रति मोल ) ज्ञात कियो गया। 


226 एस० एस० गुप्ता तथा श्रार० कौशल 
कतज्ञता-ज्ञापन 


शोधकाये की सुविधाएं प्रदान करने के लिये लेखक मोतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल के 
प्राचायं डा० एस० एन० कवीश्वर के आभारी हैं । 


निदंश 


. गुप्ता, एस० एस० तथा कौशल, आर०, जनें० इन्डियन केमसि० सोस!०, [974, 5, 649. 


2. गुप्ता, एस० एस०, सिद्दिकी, एस० तथा कौशल, आर०, जलनें० इन्डियन केसि० सोसा०, 974, 
5], 769. 


3. गुप्ता, एस० एस०, तथा कौशल, आर०, जनें० इन्डियन केसि० सोसा०, 975, 52, 642. 


4. गुप्ता, एस० एस०, सिद्दिकी, एस० तथा कौशल, आर०, जने० इन्डियन केमि० सोसा०, 976, 
53, 242. 
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सावोकृत लेप्लास परिवतं 


सी० के० शर्मा 
गणित विभाग, एस० एस० एल० टी०, पी० बी० एम०, प्रसिया 


[ प्राप्त--मई 4, 976 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में सार्वीक्ृत परिवते 


7/,7! / 


87) [५ (कशे शा # के मु, | सझते हि? 222]/0 ८ 


(8५५ .?0 
के कुछ गुणों की स्थापना की गई है भ्रौर इन गुणों के आधार पर कुछ महत्वपूर्ण समाकलों का मान ज्ञात 
किया गया है । । 





3050 4९ 


(>आ १०गशब्ा2९6 ॥.498९९ ए'श्ार्शगाा-त।, #ए (५. 76, 87709, 72600777670 04 ०॥९- 
ग9708, 9. 9. 7... 7., 9. ५. )७/., /?87858. 
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]. विषय प्रवेश : 
लेखक!० ने विख्यात लेप्लास परिवर्त 
4( /) <- | ८-० />0 4५४ (-) 


'को निम्न रूप में सार्वीक्ृत किया है 
4 5 


298 सी० के० शर्मा 


(4/१. ८2५०) है 2), 
(०८) | >0 ८ (-2 





025 (एक थार ॥:७( 720 म,..० | १(४०४९ 
0) 
(// ८4 (६५ ५ ९५ ] 
जहाँ 77/,»(2) व्हिटेकर फलन (2, 7. 430) है तथा ४7, ५६ | | 0) | आक्स द्वारा परिभाषित 


[3, 0. 408] म्र-फलन है । 


हुमारा सार्वीकत लैप्लास परिवते (:2), जब 2!उ-# वत्ट/5१4//758५/550, ्‌ न्‍तककर २२८५ /२२/५: 
वन], [--78- ३ तथा £---#--३ तो (-) में समानीव हो जाता है। हम () तथा (:2) को 
सांकेतिक' रूपों में निम्न प्रकार से व्यक्त करंगे ; 


$( 2)5-(>०) 
तथा 


$( 2) पहल 720) 


2, प्रभेय  : 
यदि »' /22) के सार्वीकृत लैप्लास परिवते के साथ ही &० गुणा मैं-फलन के 7वें व्युत्पन्न को 
निम्न प्रकार व्यक्त किया जाय 


॥((८५ ,))((८,)) ही 302 (4/ ', | 
९0.०० ( 0) | ( 22) €7 22% क...( 7220) बंप! ॥ जे 7५, ध्‌ (7 (22)7 (8५*, ५) | 


आग ओो बडे (2): 





तो 


४((८$ ,) )(8. ,)) (+० (६५ ,))((0६,),7०+7// 


१0,०५० £ (७) बल 0 85% (7) (22) 


| 
8 7४  ,/४*# 


हि न / /) 
बशर्ते कि सन्चिहित समाकल अभिसारी हों, हश्श्न है )20 (#>०, 2, 3 77) तथा ४४, (, 
| । 
(६५५; ८//) 


४ 


8५/, 20) | के #वें व्युत्पन्न का अ्रस्तित्व हो । 





उपपत्ति 


परिणाम (2:) में [5, 3:] का सम्प्रयोग करने से (2-2) प्राप्त होगा बशतें कि प्रमेय में कथित: 
प्रतिबन्ध तुष्ट हों । 


इसी प्रकार [5, 3-2 से 3:5] का उपयोग करने पर: 


7((4७ ,))((90,)) ((-०), , (५५,))((8 ० ,),(-०) ४) 
#0%०० . (00क्‍#५७  /. /! “ (9) (2.3). 
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४ ((६/ ,))((06,)) ((-०7-)8 (८४ 4))((8६,) , (-०)१) ु 
४ 92४५ 0०,0 ( 27) तल बे (77) (2 4) 
१((4//) )((6५ , )) (-93**५-०+ कम, (६५: )(9 बह **े॥-7-०े 
7/४-9, 0, 0 ) का ०,7-थभा। (7) (25) 
08(८/,))६( 90 3) [7-०, 3-0, **९ ९, -० +4/-3 , ( 4// ))(( 09 /) (, 4477-29 * ९९७५ 4-४ ) 

तथा 89«]. /2, 0०,2 (2) दर ९ 0, 7-27: (2) (2: 6) 


५ धें मे 
जहाँ 05८ तर तथा; (६)४57०(--),..(८+-7१-) तथा (22) में उल्लिखित समस्त प्रतिबन्ध तुष्ट 
होते हैं । 
उदाहरण £ : 
माना /(४)5-७"४४ 
पतो 


(-०,(८/।) )((४६०/) ++0+ शो) हि 


(()55/9/#०-४४7। (070)0+#6+7-/##70-+ 
0 


(88 ह 05 #/ 


77.॥2 


(/ रा नै, "77 ] 7 ५,त 4+]. |#(#20९ 
अब (4, 0. 38), के सम्प्रयोग' से 


(-०9(4//))((8 ५५ ),-०+ ४) ॥77,8/+3 १, ०),(५५/, ०५) 
९० एन (2)-54/# 7 # /+3 2 ॥ /) पड 
ह (9.४, /४25(/--% ०), 


(ञ गाज 77%) ०),(॥ न ?४-- ०, ०),(4, / +- । 8 2, -+-), ११०३ (६/ | ९५० | (2*7) 
(9, +75 ४ +3)5 278: 9 (8५९, ): (--?-+-7, ०) ; 


जहाँ. ३१7-+/-+-४-#+-7 
'बशर्ते कि २०३ --#--१--०९॥/ /00:>0 (४-, 2, ..., #४“) 





( १, ०),(०/.,०५) 
(0/',/५),(- ४-78 »)] 4(220) 





#०[१- [--0 (५ | <0 (४ (5-5१, 2 ४१) | धाहु 2 | < बल क 


// ? 
त्रहाँ " ट्ड < 897 है 2# 75 <9-- की ३70 


उचा. उच्च उ3777+ 3 
(2.2) से (2.7) के सम्प्रयोग से हमें निम्नांकित समाकल प्राप्त होते हैं 


777,7727 


| (/220)77॥५ 27+/2/2% क,,,( 72) 2 | 3८7 ५ हक) | 2(7207 (६/*, | | 


(84५ ५) 


कह 07%: प्र कप डे | (-77, ०),(4५/, ९४),(६ “577४ --%, ०),(4,/+45०॥ +4)5 
93 03 (0,8४५ # ):(7--% ०) (9॥/ ७ 5 का) «« 


“जल (4५५ 7५0] (7: 
(84५ ५), ८ !न॥५ | (26) 





०930 सी० के० शर्मा 


७2 //]|४ « 





5० प्र थे 77// ॥ 22० 
॥ (72)77# 277/405% है (2220) (> पा क्र) | रे ्। का | (70 
8 /,8/+72+2 (-9, ०)», (4,", ०५), ($--777- १, ०) 
6037 4640 | (0,॥ 2 ) (/८ १), ०) (0) / ) हर १) 


(6, +5 ८५ +)+ *«० (4/*, /»)] 2.9% 
हक ही आय पट, 


७0. 2)| ० 


न /.ण7 का 


हर (220)77/ &77/22% का, ह (7 | प्र का | (72) 





[#ण्क फ ॥7/,8 /+४-+-2 (--7-, ०)», (9, ०५), (४ --77 -१, ०), (4५ +43 ०४ +3)+ 
-/2 27नाान2, 4 कधकत | (0, + ) (/८ “7१॥, ०) (०0% +73 2 +72 (8 “५ 2 


«७ (4५, ८//) बे 
2 | न 


(६/*, | 
( ्ध्रि ५९) 


27.8 7+श्ष2+ं ॥ (-०, ०), ...., (“/?-+27-2, ०), (4 ), ($--१--77, ०),. 
(8,% ». 40 ) (/८--%), ०) (8,४:+5 /फ +-7) (0५१ हट ) 


(4, ५ 808 0:05 (६५, ९/) | | ) क्‍ 
([--9०, ०), .«- (20--7 --», ०) (2* | 


60 रा ( र्धे ८4 | 727 !./ 
है (#>77# ८-०/५४४ ॥%; ,, (952) हे /) | & की, | )० 





5] /77 “-श+%+ का 


2कथ्ाइनन , (*+॥॥ 


थ क्र / ६. १/: ॥0* ४ 4, *, ९2 
| क्तम लमकन ऋ्एके हु 2) [हम [22:97 (627 // || ८६ 


१, ०) (277----०, ०), (4,, ०५/), (3-० 7-7४, ०) 
(0,॥ 9 ४९) (/८ ०१ ०) (0,)27+75 छ १) 9 (00 /5 ४००) 


(6, :५-+-, €, १ +7)5 *१५2 (4५, पा 
(277--?, ०), .... (2--9, ०) 





877 ,॥ /--2॥+ 7 
प्न/एणभमा फट त 
/27+ &४+-7, ६” +3॥ 





(2-2) 


समाकलन चिन्ह के भीतर अवकलन को वैध माना जा सकता है क्‍योंकि ४-समाकलन कम से कम 
निम्नलिखित दशाओं में पूर्णतया अभिसारी है 


6) श>0, | शाह ४ [दुग)प) () 2, >>0, | भा8 2 [€इुगशप गैथा 7२७८(७/ --)< 0 


| केडड 2 $ 2 
जह्‌ ्स्् ८-८ ८९३-- < /+- >> 
क जैच्य बच की । हि । ं उनका! कव्‌ हू 


४ | ४ 2” 
तथा /४३४(४८-६)-- < 8/- < 4: 
जे ना 


सार्वीकृत लेप्लास परिवर्त-]] 93] 
उदाहरण ०2 : 


यदि [४ 5>०) ८7/2£4% ॥४ , (74०) 


-2,(6/॥ /))((9/५ ),- ०१7०) गा 
तो ५० गे के (7) --/डकूट! । (3077 व &"र/शिवुका) #५ 
0 


777 ,॥/+7 9, 6), (६८/,, ८ ) े 
0५7 #:(7०) म५0,),०५7 (770 [8 हक ०»). (०3) 


ब (2.3) में [4, 9.864] का उपयोग करने पर दक्षिण पक्ष 











(उ-+4-+ 23) (- 4) 7 7,0/+3 कह ०), 
(28-+)8... ४६. 7767 के ! 040 ५“) 


(--[---४--/--४--77--०४, ०), (4५; | (2-4) 
(--?--४, ०), (8-8 +-/८--/--५-+-४-४, ०) 


7 / 05 (77 जे ठ 


8 
होगा बशर्ते कि | [+नीए>आान॑ा ० हा >> | #€ #% [--(7७-, 2, ..., 7४) | शाह 2 [< शो, 
4+२९(4)7०0, /१९(०):>० 


था हु 7 १248 
जहाँ )्रेड्ड 2 4- <& उतनी थे ८४- थे ८27०० 
हां उच् रे उच्च नि ह जीतता हे शीन्पश न गे 


(2.2) में (2.4) का सम्प्रयोग करने पर समाकलन (2.3) प्राप्त होगा । 


ध 97 धर! 772, ४ (६४, ९५-) 
32078 277/4((+7) (2४ ;॒ --- | ४ 4 ००[2/5 ९? 
| (72) ८ श्र /4 4 ,#(/242) ४907 (22) दर्द | ह की /,(* | (7) (0५, | | । दे 
_ ६?7/7/4 ८० ($ +- 4 -- 3), (--4)४ _62/378/+3 | (--४, ०) ( |-2 --772--/ - >?» 4-77 --४, ० ) 
25% (80५ ४६0, (४-7 ०), (-$-+#+# 


!्ज 





(2.2+ ), 2 [?7+3, (/+ 


८न्न्0 


(4/ ०, ८५४) | 5 
--/--9 न ४-४, ०) (25) 


इसी प्रकार परिणाम (2.2) के स्थान पर (2.3) से (2.6) परिणामों का उपयोग करके श्रन्य 
समाकल प्राप्त किया जा सकता है । 


3. प्रम्ेय 2 : 


श्रावर्ती सूत्र, जो कि #,,,,(४2) के लिये सत्य है, वह फलन &-) /9 के हमारे सार्वीकृत लैप्लास 
परिवर्त (.2) के लिये भी सत्य उतरता है जहाँ » कोई काल्पनिक प्राचल है बशतें कि समाकल तथा 
सन्निहित श्रेणी श्रभिसारी हों । 


” 40 सी० के० शर्मा 


उपपत्ति : 
हमें ज्ञात है कि फल (7, 9. 27) 
4.4 ,,%(202- 27 #,,,....|(3)-- 0-/077 3 ,9,%(2) 5२० 
अब /:--3 के स्थान पर £ रखने से 
का ,,(2) >527 क्र; 0५,७-4/270-/7+- ३) (2) (3') 
माना कि 
हक 
(32) 





०० 777/,87/ 
(%,%83) (20) कै |॒ (72)7 ४&777#5 छफ्र,,(/2) से ६१ [2(#) 


(3.) तथा (3.2) से हमें 
क/,%॥,) (22) कक ९/॥-/2,8-/2))-7/2( /?) शत (४77--/८ 5) $॥:-3,02,) (2) (3"3) 
प्राप्त होगा बशर्तें कि (3.3) में आया समाकल पूर्णतया अभिसारी है । 
इसी प्रकार [7, 9. 27] का उपयोग करने पर हमें अपने सार्वीकृत लेप्लास परिवतें के निम्न- 
लिखित प्रकार के आवर्ती सूत्र प्राप्त होते हैं : 
$ै॥, ७५) (22) 770 /£ 6.../५,/४-4/2: )-१/2(४7) - (777 --/८-- 3) ४॥:-.3 ५) (४2) (3-4) 
४ 
हे क॥.%,) (20) 77९/+/9,%/+7/2»)0-7 2(0) -+ ९॥+व| 2,00-/ 29 )-/ (22) (3:35) 
2/4/,,५,) (0) 5 72९५, %,).-१(20) 5: ९६+4 ५ (४7) न (0/--/:+$),(#7--/:--3)#-4.%:).( 2) (370) 


नर ४ भा )(/?) (/८-न-777-- 9) %--4/2,%8-7/92) -7/2(/2) (८ ४८ 3)%%-/2 77+*॥/25 % ०१ 2(४०) 
(3'7) 


(2) 


लगाकर न (नख-कोरटयाशकनाक)-वए( "को कक कप) 
न॑ $$५+3/990+/ 29 2-/2(.?) (3-8) 
ताक हैलो चक्र ।कककानफ न (6-:07-क0-वक/७-१४(०) 
“7 ५%+[9987-/9 )-व/2(27) (3-9) 
उद्दाहरण : 


हमें परिणाम 


>7 /0) >->7 ८77/११५५ ॥ /, ४(/42) 4 कम एप दृरेना।8 
/॥, (८, 77, ० 
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व का 02 हक 22623 5 
/ 


सरलता से प्राप्त होगा बशर्ते कि 2४4०-०0, 26 ०-0, 7८(+-2--2-+-० 8॥//0) >| 7२८ # । 
-“(॥ऋ| , 2, ..., ४) वेथा | छाइ्ट 2 |<दुशओे 








अर (87: --2), ()7 _077/+थ 
गब्न्छ (2.8 हर [ ) ) ॥/86, एक का 


हे हि 97 / ५ $ ु ८ स्‍ँ !? ५ 
जहा 2 है 4० /9३+॑ थ् €५-: हर ९३7०0 
है 4 3>+77+१ है ॥ वच्फकजा 


तो परिणाम (3.3) में परिणाम (3.0) को सम्प्रयुक्त करके एवं प्राचनों को समंजित करने से हमें 
हाइपरज्यामितीय फलन के लिये निम्नवत्‌ आवर्ती सूत्र प्राप्त होगा 


ह, [227, ०; , .]_ ०५८7 ०, 8, ८--] ] ( ८] एफ 0 03 ८; | 
गा रड | 4, ०; | 3 | 8 2 ७ ८ +-१; 
(3-]) 
इसी प्रकार हम अपने सार्वीकृत लेप्लास परिवर्त के श्रन्य श्रावर्ती स॒त्रों को लेकर ऊपर दी गई 
विधि का उपयोग करते हैं तो हमें हाइपरज्यामितीय फलन के कुछ और आपवर्ती सत्न प्राप्त होते हैं । 
4... प्रभेय 3 : 
यदि ४7" /(2) का हमारा सार्वीकृत लैप्लास परिवर्त फ,,,.( 95) के प्रथम व्युत्पन्न के प्रति 
० है रह /) हो अर्थात्‌ 


ध् धरे गा 
(/#0जे (फोन | ५ फ्तें शान कर तटक(प्ण] के) ५, [2(३20% 





(07% 8 *] >7" (30) व: 


(8५४ १०) 
(4') 
तो (27% 0,#७ 0 (2) उ+ 7४ /,%,) (22) -/%,७,) +( 2) ५: ?#+,/0,).+7(/2) (4'2) 
बशर्ते कि /05-0(»"/) लघु < के लिये 
तथा #2४(॥+*+ान-०2॥/ //+3/2)2:20, | शाह 2 [< उतर), ४ ०70 जहां ॥/5१, 2 
977 (रु | 97 2 ँ 
तथा “ल्ड 2 व ट्र हे --+ ध्राूे « ८३7०0 
हि उच्ता कर है 352४ + 7] 
उपपत्ति : 
स्‍लेटर (7, 9. 25) के अनुसार 
कि. ,0(2)55(2-/09, ,,,(2)-57 / (2) - (43) 


(4.]) में (4.3) से 97:,,(7>) का मान रखने पर एवं प्राचल को समंजित करने पर परिणाम 
(4.2) की प्राप्ति होती है । 


994 सी० के० शर्मा 


उदाहरण : 
स्‍0<७-7/१/४४ ॥४ , ,॥(24») मानने पर तथा परिणाम (3.0) का उपयोग करने पर 


(४ + न 0)#॥ (वी क//0/+2 [2 


$%कले की चतडे कटी 2 2837),. जो. किलशदका 


| 0 





(--- 8 --०77--/-- है + !, ०),(०//;०/' । ((0-222+7/2 57 (3774 + 8) (०५० 
(8,७१0, ("औ-क+-कलेजफआ गे। 5. मा 


॥7  ,//+ 2 ( ४ आर्य ४6 (+लै--ह ०) (६५७ ८/) | ए “268+7।8 ठ (3-4 --2)% 
?/+-१,4४+7 | (8५१ हक ) ( रे 72--॥; (+) 6, ०) /2ल्‍ ०0 (2.2 --),, 


(-4)7 ,,0/,४/+४ (--0--77- / +- १-१, ०), (६७५७५ ८; ) त 
॥! 2/+2,६7+-२ | (80/; 90); (3-2 -+-/८ /-- है -- 77, ०) 


बगणतें कि 7९4०0 तथा 7२९ ([--2+2+--/० 9॥/ /॥)7>| ९८ # |--] (४75-, 2, ..., #2) 


5. प्रसेय 4 : 
77, #४ : 0',६ 
यदि ९ ४ (2) ६ बा छा /(>») (5-] ) 
हि (--)/ हे ग 70 7,727 
तो गग्रा 33. कक लन) | (20०४० 9/2,%(720) #,, ,, 





[2(#70) ; । गा | | 2) 4५ (5-2) 


बशर्ते कि /(४)-0(७0”) लघु < के लिये, #०(--)2/--#-- ०१/ /॥--3/2) 20 (४--, 2, ..., #:), 
| कह ४ | <गुगओ 


॥4 
जहों है किए 0 जल 4 त + अत 29 29229 
२ + 


उंच्यीा 


और श्रेणी समरूप से अभिसारी है । 





उपपत्ति : 
(5.]) से 
९५९०) 5२ | (29% ४7/% फ़; ,,,,.(>) 8, | (220 | ः ] (0) 4५ 
दोनों पक्षों में के (7--/9)“ से गुणा करने, 0 से ०० तक संकलन करने एवं अन्त में परिणाम 


(7, 0. 30) का उपयोग करने से हमें (5-2) की प्राप्ति होगी । 
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उदाहरण : 


(४) 55९४7/४४% ॥४ , »(74०) मानने एवं परिणाम (5.2) में परिणाम (3.0) का उपयोग 
“करने पर 


| (7207 &77/4(६(+3) 2४ /4 4, (242) का, (2) प्त, | 2( 720)? (६//५ €# । ८ 
४॥ (84 (4९) 


दा  आ + 
; कि मम) 2-2 अल सकल अीमयमर 4, ही अल. 2 कक 
कक ला का की कह 








(--[--+-:॥॥----%, ०), (4७५ ४५२) 5.3) 
(80 ५ /9*)५ (--४५ै+-8--/:--/--%, ०) । ( 


जहाँ ० 4>>0, +०९(--।-+4--०१॥/ (४2 0४ #% [--4 (४-०]7, 2, ..., #:?) 


समाकलन एवं संकलन के क्रम में परिवर्त बेंध है क्योंकि समाकल तथा श्रेणी परम एवं समरूप 
से अभिसारी है । 


निर्देश 
. अनन्दानी, पी०, प्रोसी० नेश० एके० साइंस, 968, 6, 3]2-2. 
है एडल्यी, ए०, ॥20]6 ० [70॥68727 ६7870870777 भाग 7], मकग्राहिल, ]054. 
3. फाक्स, सी०, द्रॉजे० अमे० सेथ० सोसा०, 96], 98, 395-429. 


-4.. ग्राडशेटिन, आ्राई० एस० तथा रिजिक, आई० एम०, 7४०76 ० 7॥#०8४७8 56065 
2700 ?7007८४, एकेडमिक प्रेंस, 965. 


5. गुप्ता, के० सी० तथा जन, प्रोंसी० नेश० एके० साइंस, 968, 374, 89-92. 
6. शर्मा, सी० के०, (प्रकाशनाधीन ) 


7, स्‍स्लेटर, सी० जे०, 0.०ऋरपल्तशा जजः०४००४९४्८ एए7८7०७, केम्ब्रिज यू निर्वासटी प्रेस, 
960. 


>> 6 


५ []374 २737059 6 /7]053970793॥ ?3८॥/[९58 
४०. 20, |४०. 3, |७७५, ।977, ?982०७६४ 237-242 


५ 


चेजारो माध्यों के हारा परागोलीय श्रेणी के जनक फ़लन का सन्निकटन 


० कोण अनशन टन लललमननन 





जें० पी० पोरवाल 
गश्गित तथा सांख्यिकी विभाग, माधव साइंस कालेज, उज्जन 


[ प्राप्त--जनव री 0, 977 | 


साराश 


प्रस्तुत प्रपत्न का उद्देश्य चेजारों माध्यों के द्वारा परागोलीय श्रेणी के सन्निकटन के क्रम हेतु कुछ 
नवीन परिणाम स्थापित करना है । 


3087 8८ 


97040 0 8 एशाश-बाग्रर छिटाएणा 7एए ह68 (65० धारा छत 5 प्रएब४शऑछओश-ट्द्नो 
इशां९8,.. 7 व. 0. ?77ए), [2698/07677 0 ०॥७॥०४४08 800 5605005, ६०॥4ए 806॥706 
(0॥68९, ए][&7. 


प॥#6 09]6० एा [॥6 [॥#656ए. 98067 75 [0 65798097॥ 80776 ॥6ए 76895 07 [6 07667 0 
-ध00705एन्‍2007 ०7 6 पा 9996९00व४ 52658 57 (९६४७० 7768॥8. 


4. परागोलीय बहुपदों को निम्वांकित प्रसार द्वारा परिभाषित किया जाता है। 


22 (१५) 
([-2थछन-) गीत 2 क20 (2) (:4) 


मात्ता कि /[0, $) एक फलन है जो गोला & पर परास 0<6&%, 05:62 के लिये 
परिभाषित है। इसे फल से सम्बद्ध परागोलीय श्रेणी होगी 


हर 
0 4७ [ 296. (००5 ०)०', 9" 4०! 
(0, )०- ला पा (४: /) । | [87% 0 इंम ह-क)]एक्कि ([ '2) 


जहाँ 005 ०००००08 6 208 0(-- शा] 0 87 0 ०08 ($--$“) 


238 जे० पी० पोरवाल 
तथा 4०(०-थभां। 6/ 60' 40! 
गोले पृष्ठ पर फलन 
8, ४/[#7१ 0” झं॥5 (-- ५९ )]0-१ (4.3). 


की लेठोस्क समाकलनीयता को कल्पना करते हुये कग्बेतलियांत्ज ने (0, 9) के गोलीय माध्य के 
निम्नवत परिभाषित किया है 


2 (/2)7"((/2--)) #(:॥ । 
(०) गे ठत (शा छोक। (27 ०)१) कि 8 8* (# --- 6 ']१/३-३ (0) 


जहाँ समाकल' एक लघ वत्त पर दिया जाता है जिसकी त्रिज्या ०! है | £/<2) के प्रसंग में जहाँ £ चेजारो' 
योगफल का क्रम है, हम यह मान लेते हैं कि फलन 


८०) “4-2५ | 
( 0058 5) (१, $7[४४7* 6" आं।*१ ($--9 ]%-२(३ (4*5). 
७ पर पूर्णतया समाकलनीय है । 
हम लिखेंगे : 


479  क 
हताहज्ताहप0)) (ए ०४; 





#(०)- (/(०)- 


०५ (9 + | (४-20/- ४6) # #>0 
४0(२)5०९(४); 
४/(७)5-२(७-- )%-7 ५४/५(००), 7:>0; 
५ /(:८) +- हि $ ५... (४), --< #<0, 


ओब्रेचकाफ ते श्रेणी (१:2) के चेजारो माध्यों ०,# के क्रम के सम्बन्ध में निम्नलिखित फल सिद्ध 
किया है । 


प्रमेय 
यदि ७:20, 0<:८<-] 


42 
तथा |, 8५0) | #--०(४+४५ ०), ५, 


चेजारो माध्यों के द्वारा परगोलीय श्र णी ०3% 
तो #--2+-:>2/::229-+)2-+० के लिये 


४ 
०,,-- 4 २ (2४7०९), &४7>7-++-+-०; 





१0 (पं | /८७०४७ +ैन ०; 


८2 


गुप्ता।! ने यह प्रदर्शित किया है कि यदि 
४ | $/(7) | .._ है 70 
[क0/%-ग दे)... 


--<:»< ०० तथा किसी ४70 के लिये तो 





हे --455(2[02 ४)”/7] 


प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य चेजारो माध्यम के द्वारा परागोलीय श्रेणी (:2) के सबन्निकटव क्रम के 
लिये कुछ नवीन परिणाम स्थापित करना है । 


2. हम निम्नलिखित प्रमेय सिद्ध करंगे 
प्रसेय 


[ ) १4 


यदि ५०(४)5० [ | ९५ (7) । ८४४७-९2 | ५8 300 (०४7,) | 


क्योंकि 0&€»< ०० तथा #>>0, 0€:०<< 


तो 


| 
०, -455(०)[#7 (]08 ४)”], £272-+4ै+-० 


3. प्रमेय की उपपत्ति के लिये हमें निम्नांकित प्रमेयिकाओं की अवश्यकता पड़ेगी । 


प्रसेयिका 7 
# कक." 
माना 5, (०) से श्र णी 


(१५) 
<(#--2) 2,, (०05 ७) 


का का / कोटि का /वां चेजारो माध्य व्यक्त होता है तो »0 तथा #:>0 के लिये 


24.0 ज० पी० पोरवाल 


| (00(02+/४+7) क्योंकि 0<७< 4, (/>0 


7227: [ 
( | अीय इक ] हक (५ #॥५००4/५72+%/ ) 


क्योंकि 0<० <€ कक 
7 औ+ /2-+ 


| क्योंकि] 0< ७<€ध<<श 


| 

। 

| 
शि हा (००) है (3 ह ) 

| 

॥ 


। 
[ तथा )--] + [#]>#; 
प्रसेयिका 2 
यदि ५ कोई स्थिर धन संख्या (अचर) है जो # से कम है तो दिये हुये प्रतिबन्धों के अन्तर्गत 


प्‌ है ( पर 
० नल || (०) ७, (०) ८७ |+0() वष्रॉकि >>) (3*2) 


प्रमेधिका ] तथा 2 के लिये देखें ओव्ेचकाफ०! । 
4. प्रमेथिका 2 के आधार पर इतना ही सिद्ध करना पर्याप्त होगा कि 


४१) 2+ है 
| (०० &.. (०७) ४०- 0[#-% (०8 ४१], #>#-) । ० (4-) 


| 
/ञ 
्क्ल्ल्ू 


है + []+ [>2/:7>2%/- >3-+८०, 


४7 लार सण्डणशः समाकलित करने पर 


/| (१+ !११ (0--7) भर %) (॥02) 
| | (००) 8,,.. (८०) ६७ ८- | ा (-:)77 ७५ (०) ७,, (०) | |; -+(--)7 | (०) ७४, (५०) (५० 


(472) 
और भी, असमाकल 9+--४४--०(0<०<:]) के लिये आंशिक व्युत्पन्नों की परिभाषा से 


हा] (9) ! ग भ् (॥+7 
|, ५, (०) 5, (०) धर हु 26 7 ॥ ५ (८०) धर ऐ ( हल ८०)7० 8, ॥ (7) धरा 


आनिनननाननओ 
् 





] 9. (॥॥+7) 
शत | ४ ४४ |, (/-०) ९ #/(०) 4०७ 


0 ॥; 


] "7 (77+4) हि [ | ५) 
घ्ज ्त्-्म | ५ 5, ( |, (! ध्क ५०)7० 9 | (८० 442 ४४)९०-१ *,,(७) 4० | पड 


चेजारो माध्यों के द्वारा परागोलीय श्रेणी 94] 


ग. (॥7+२) धर ई कु 7 ग्-ः धर गर 4-३ 
/ ०7] ५8 ०) ॥ (्‌ ) हि न ला ४) [| (/ कह ५०) (८० -7४) “| ८४ ( ) 
०्-४४--(7--४)£ प्रतिस्थापन द्वारा 
/ है ॥ 
। (8--७)-०(७-थरो7- +- | (- 6-० गन 4६ 
१/॥ 0 
_2(-०)/० 
. एप 
फलतः (4-3) से 


2 (॥77+3) 


[, १(०) का (०) 4०० | |... 0) %%४ 0) ४ 


(!)? ) ४ (02) 
+-५),४+३ (१) 5, (५) बल 5 ५,, (४) ४, (7) ्ा (4*4) 
अत: (42) तथा (45) से 


+_| ३0०) ४६. (७) ४० 


72 । ( हे | 
न (-907 %॥ (०७... (०|, +(- "४०% 00 % (0८ | %॥ (४) 5५. (०0) 4४ 


[ 
प्रब॒ ७५ (१॥)7० कक पः0 ) प्रमेथिका । से 


0 (ऋ 28)/० (२) 


अब ०,--0() जब #->००, बंशर्ते कि 6</ 


(3-) में द्वितीय असमिका से हम पाते हैं कि (4-6) 
४५5-०(१). (4-7) 
अतः 7-00) +(-7)7 | 6५७) 5५. (०) 4: 


न+0() - फ्का ) । # 6,000 5... (४) 4४ 


>00)4-क 77» मानों 


(/2-+-) 


जहां कस | ;१2१/(४) 3... (प) बंध 


249 जे ० पी० पोरवाल 


_([ + |, ,) ४१ $$ 00 57. (४) 4४ 
सा 2७ माना 
पुत: (3-]) के प्रयोग करने से 
9 नर 00 ((72१+/2+7) और 2 $/(४/) ८४ 
+5 0 [४7८ (092 ४)”] (4'8) 


8/॥ (2) 
4.५ च+ | ह ४7 $+ (४४) हा (४४) 4४ 
78 


प्र 
70 (४7) || - क्लाफा ## (० 4४ | 


9 
न्८ (2 (॥"४:४-४) | | | ६४/-#7१४7 6 (४0) ०४ | 
४ /7/॥ 
++ (2 (४१४१-०४) | मलिक परत डक ([०8 2), न- ५ प्ररिनिनोतज | ह्रनाशोकव (०४ डर 4 | 
१८4 /7 /7 । 
८-0 (४१५४-४० -- 0 [#-% (]08 ४)?7], />#--२े+ ०- 
46), (47), (4:8) तथा (4-9) को एकत्रित करने पर 


० --.4--0[#-% (08 ४0%, ४27--3+-०- 


अतः प्रमेय॒ की उपपत्ति पूर्णो हुई । 
कृतज्ञता-ज्ञापन 


प्रस्तुत प्रपत्र की तैयारी में डा० जी० एस० पाण्डेय ने जो मार्गदर्शन एवं सहाय्य पहुंचाया उसके 
लिये लेखक उनका हतज्ञ है । 


निदेश 


. ओरोब्रेचकाफ, एम०, 7२०४०, 06! (370. १४७४. 0 936, 59, 266-87 
2. गुप्ता डी० पी०, 80॥. ए. ७, ]. 962, 47, 66-7] 


४[7]3॥73 79/5]93 06 /॥ ७5०७॥ 603॥ ?9६/ 69 
४०!. 20, |६०. 3, ]|५७५, 4977, 792०६, 243-252 


दो चरों वाल सार्वक्रेत फलन के लिये कतिपय सान्‍त समाकल 
एवं फ्रिए ज्या श्रेणी- 


आर० आर० महाजन तथा राजेन्द्र के० सकसेना 
गश्ित विभाग, वी० आर० सी० ई०, नागपुर 


[| प्राप्त--नवम्बर 4, 976 ] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में दो चरों के ॥/-फलन वाले तीन सान्‍त समाकलों का मान ज्ञात किया गया है । 

आगे इन सम/कलों को (/-फलन हेतु फूरिए-ज्या-श्रेणी प्राप्त करने के लिये व्यवहृत किया गया है। 
'कतिपय रोचक विशिष्ट दशाओं का भी उल्लेख हुआ है । 
9574८ 

80प्रा८ गशशं॥€ राहश्ञाभ्ोड थाएं ऋआत्परातश डां॥€ इउशॉश९ड 0० 4 एशाशब्रा5९त0 पिालांणा ० (ज़र0 


ए्का9065-70.,. 89 ९. 7२. /व7कषुंधा 870 4४03 |, 55९79, ॥20]0477767[ ० (७/86779- 
0$, ९. 7२. (. 5., 7४४७४ ७पा'. 


[7 ॥886 ए785867 08007 (768 गग[6 परा6इ्ा०5 40ए0एशंग्न्‍8 34-पिएा0ा 0 ए४0०0 प्रध्धा9965 
क्षाल 6एवाॉप४/९0, पफ्रढइट गाडिशाओड काह पिाएरिलः ढा00ए80 [0 6047 हए0प्रातंश' छां06 5छ85 
$#07 ॥96 ॥/-पफ्िठा00., 5076 धाश'882 ऊचाप0ए 7 08868 क्षाठट 450 6687 ए(॥. 


3, विषय प्रवेश : 


प्रस्तुत प्रपत्र में आगत दो चरों वाला सार्वीकृत फलन मौय॑ द्वारा परिभाषित हुआ है और उसे 
निम्न प्रकार से प्रदर्शित किया जाता है: 


॥774; मय ॥ । 
८ न+ 77 5 ध7 न्+ हि ((६५ 4:27 ०6. 9 ०५४३) || 9 । (80, *। धिकरा 9 /9,)) 
04 (०८, 9) -<॥4 
4772, 779 
“77779, () -7 779 र (८५५५ १/५)/ ८ (०५, १ 0५, )) ( व*] ) 
-! 


का 3835 7 4+ है 


02 “-/783, 23 -- 72३ श्र क्‍ (८५५७ ८/3)/ १ (६ 9३5 2493)/ 


खीर 7 


944: आर० आर० महाजन तथा राजेन्द्र के० सक्सेना 


नस्ल हक हि 2 #7(६, |) - 56 , 97 . 4६ . 4५. 

* “|3, 3 
जहां ((4/५ ५५)) से (द, ०)+ (4 ०३8) **3 (4/5 ५५) का बोध होता है एव (4"2) ह 
7/(६, १) 


(22 श्‌ 802 
॥/ 7((-०+<«*ई+#व्यके , का 2'(9/-,.8/£-,8/%) के 7(]-८/+%»)।59) 
० /ः 


ज्च 








2 ध्‌पु 7' 2 8 
(। 7(6/-०7६-०/%  2(-2/+8/8 + |] 7१) ४४ 7(८४-१ 8) 
यमन है? 202 शआ 


उत्पाधुतीई 


77५ 7778 78 7 
रद 7४67-06) 77 2-0 न 4/%) जे  (//-/7४% 
द्र्म्प हि ष्प्या म्म्स 














2५ 

(५ 283 (9 

7 7(-ब+08) / (ढक 77 ४ (-/:+-2|५) 
च037/7 च्याडतर 


त्ताडता 
जहाँ #६, # #5 पैंचा ॥7057, 2, 3) ऐसी अ्रनण संख्याएं हैं कि 0&#४ 98 0:04, 4|, 05०) 2 
८; तथा / सम्मिश्र संख्याएँ हैं और ०;, 8, 9५, », ८ तथा 9; धन वास्तविक संख्याएं हैं । 


7(-4०|+ व +वाण), >(-०/+986) एवं 7(]-2०+श्षक) का कोई भी पोल क़मश: 7७] 
--8/8-/9%, 7(४/-%6६) तथा 7(//-/09) के किसी भी पोल से संगमित नहीं होता । 
7., तथा 7., उपयुक्त कंटूर हैं । 
ह तथा ५ शुन्य के तुल्य नहीं हैं 
तथा 5£४--०5० ६£(028 | > |+४7 धा/8 २)); 
797--65० (२०8 | » नई शा 9)). 
जिसमें 708 | > | तथा 08 | » | से | » | एवं | 9 | के प्राकृतिक लघुगणकों का संसूचन होता है । 


(]-]) के दक्षिण पक्ष का समाकल निम्नांकित प्रतिबन्ध-समुच्चय के अन्तर्गत अभिसारी है. (-3): 


7772 


हि (5 24 87. 4! 
0) कर | 2 गन 2 कम लिए (0 2 
0 


-॥0+ 7 है उच्यावयत) है 
2 /22 42 
-.2 कक 2 भ- “2 आ|>0 
नॉ2+ 3 है हच9+_ 


हु पर प 27 72] ५7 ॥१8 
(॥) /#855 | 2 6ा-, *& ढ५ानी, गे 2०, * जिना <& का 


च्यि बकरी 5 च्ाम+] बलों: 


23 हर 43 
3 के जा 2 मा क ० |>0 
_्धताई है उत्या8ना 


कतिपय सान्‍त समाकल 245 


हे थ् ५2 ८ ॥26. क्‍ 
(7). ०355 | नी < 0/-- 7 बा » [>0 
ह का ५8 2 28 
(५) परेड | ४ सिती ४ शएणा *< था- | 70 


(५) | दाए | <<_ 2 (०४7५ | 2 9 । < 5[४27- 
प्रस्तुत प्रपत्र में संकेतन 


[५ (६५, : 50] $ ०५७३))3(2५,: 443 /9५,)) ह 





छा, धार सप 
24 





'का उपयोग यह दिखाने के लिये किया गया है कि ... द्वारा प्रदर्शित प्राचल (-) में आये ॥४(८, 9) के 
ही प्राचलों जेंसे हैं । 


2, ॥४-फलन की विशिष्ट दशायें : 


दो चरों का ॥/-फलन अत्यन्त व्यापक है श्रौर उपयुक्त रीति से प्राचलों के विशिष्टीकरण से 
यह पाठक / के #» फलन, मुनोट/ के प्न-फलन, अग्रवाल) के 6-फलन, शर्मा के ,5-फलन, ऐपेल[? 
के #, /,, 7५ तथा #, फलन, हाने 7 के 6, फलन में समानीत हो जाता है : 


। 0 

( ० || 0-० ४ ऐड 0-छः ५ 
रच 5८ 

पे 3 हक (०५५५ )) : ((4,,, ])) 


22 77772, 42-777728 


व $ 778 ) ((०,५ !)) :.. ((. 4५ )) 


(238 77778, 43-77 778 


मत 9 हि 
4 5 5:83 56% 0267 32 
४ धा | पर धर? व ध्व 
कक 
ट्् ? 72 ] ८ ह 8 8 4७2, 2«] 
ले 7772, ६३ 77778 बंदीकए का (2) 


773 > कि ु है 
है ॥ कर्क (2 है १७० कु ५ 
(अ (53 -7778 4५७ हक | ! 36% 
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0] एक ५ ऐ ए-# ५ 0. 
24 
(0 0)| 0-8) :.. (0,7 (22) 
ति-#० 5. ७० [२ 
| 2 7१९० 8 8, % “के ८०) 
४: (-% 0; 
॥  )| 0-# 30, 0, 6-» 0 (23) 
(० १)| 0-8, 0 3:७0, 0,0-/, 0 | > 
+ कक शक 8, है, 9, ४४ “२ ८2): 
४ ; 0-४; ), 0) |» 
24 
(8 0)| 0-० 0, 0-&, 7) (0, ॥) पा 
ध्य & 
लत -किटोए 72, ह/(० ०, 8, 8, १४ “० ८2) 
' 0] [0-८ ॥), (0-8 ।, )); रू 
] (0, )), (-» /) (2.5) 
पा] हि ; 0, ),0-»५ 02 
_ 7०78) 





कर है / / 8025 2 [५१७ (२ है “>>, “”//« 
७)7 6) 4(०, 3, १9, 9 “४, -:9) 
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0' 0] (4--/-०; , ); (8, , )| & 
४, 0 
। 0, ॥ (9 0. 02769 3) 5 


की तक व लत, गे) 


7(०)/ (०.7 
०3 फतह 2 - 9,(०, ०, 8, 7; ४, --//>0. 


3. अनुमाग 4 तथा 5 के परिणामों की उपपत्ति के लिये निम्नांकित सूत्रों की आवश्यकता होगी 








हे (आप >2)फा (008 अणा , €रंए+णे धं;८- जय , €रंध४ !2 (3-]) 
जहाँ #2(४) 0, 7८(०)>0 जो सूत्र [8, 9. 73, (2-3) 
हु ( #ज-, 
६ 4 बलि: हनन) (3-2) 


| ही इभ्रं | शत (4#72) 4४८ के क्र 
0 [ ब्रृ यदि #775-7:-£0 


है जो [9, 9. 490] से श्रनुगमित है । 
4. समाकल : 


हम निम्नांकित फलों की स्थापना करेंगे । 


रा (आग उो८7(008 ड्रोग! | €7४६०३॥/( 7(शं। | . 2४४), 2) 4४. (4') 
0 
मर ०६ बे 2 छ- है 
४ , 8५ ) [ ([--४, /) , ([(4५,, 04५))- 
-+ ८थण्व2 | 70) . ॥४ ( ह्क्न ४) 49१ १4४ 
दा 706) 4 0 कक, 44+-% / ०७, १७))); (.-४-०७, /)) 
| 


बशतें कि #>0, 2८(४--# . ४॥/8):>0. ।5-, 2, ..., #३ एवं (-2) के प्रतिबन्ध तुष्ठ होते हैं यदि 
तथा » को क्रमशः » तथा < से प्रतिस्थापित कर दे । 


श्र (2 | मा, 5 
| (आ। उ)धगा , (005 आशा | ८सम्नणेड | 0/(ए(डॉं॥ ऊ)(008 3) 2/वि/825, 2) धंड._ (42) 
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9 ५ १208 ॥ ह 


बप्ट 27 ८7 |2 है 7 हि ह.। 3] (। “४४५ /9)५ ((4८५,५ 90, )) 
रा 422 777772$ ५2 गा “772 (! -:7?,/9) रै (०/,५ ०/)):( “- ४--/ 8 १9 - 


द् 


बशर्तें कि 8४7, 72:०0, /२८ ( पनीर - हे 7>0 #2१--॥ - 4)/9))>>0 क्योंकि! / 577, 2, ७ ५ तथा 
कह 


(-2) के प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं यदि » तथा 9 के स्थान पर क्रमश: » तथा 2 रखा जाय । 


फ (झं0 3४-77 , (608 कोश | €एनणेड | ॥ (धरा 225, 2) . 4-८ (43) 
0 


5 # फ्रोफी की 9 श्र 2 ४ !ः ५५ / थे 


८८४7 2 77, --] , ४,--] । 
+ जछज ४ ( 2 2 | ([--4, 7), ((८/,, //॥घ)); (०, 7),((4५,, 9,))- 


(2247 77, 42०77: 


न 


; [--८ गे | 
बशर्त कि 7>0, 7२८ (४+ 9 4१0, क्योंकि /न]०, 2, <..., 72, ९८ (४-४ है “7०० क्योंकि 
है| 
/--!, 2, ..., 782 तथा (-2) के प्रतिबन्ध तुष्ट होते हैं यदि & तथा 9 के स्थान पर क्रमशः » तथा 


रखा जाय । 
(4.) की उपपत्ति 


॥४-फलन हेतु द्विगुण मेलिन-बार्नीज प्रकार के कंट्र समाकल का प्रतिस्थापन करने तथा समाकलन 
के क्रम को परस्पर विनिमय करने पर (5-]) का बाम पक्ष निम्नवत्‌ होगा 
] | 77(£, १) रा सा ( [ (आंत 20//7॥ैं-7 (008 ज2767(४कएन-/ हैं )४ हि ४४) बंद . 4 
(<गा) | +%, ५ । 0 


ग्रब (3-]) के समप्रयोग तथा ॥/-फलन के पदों में परिणाम की व्याख्या करने पर वांछित फल 
की प्राप्ति होती है। 
(4-2) तथा (4-3) की उपपत्तियाँ (4-) क्रे ही समान हैं । 
5. फ्रिये ज्या श्रेणी : 
निम्नांकित फ्रिये ज्या श्रेणियों की स्थापना की गई है। 
(2॥ 2) १४- , (005 28०7 , ॥/( 7(008 & . ४४४)४, 2), 


९ (3') 
च्य 2० 2, था (4--4/):% 
#7+0 


कतिपय सान्‍त समाकल ० 409 
जहाँ. 0<&४<%/2 


“वि 7 
तथा “८-१ 7 ट्थू्या 704) 


७9. ८ीए | 
 थ] 


#52- | ४५ ) ([--4४, ४), ([(4८,, %५,)) 


भर 6 
23 स्का 7779, ५9 र्गाः --7:2 ((८५,४१ /४५)) ) ( ध््, 49 --//', /) * 


(०2) 


(आ 200८7 , (605 ४)/०7 . 0४( 7(आ। >0#(००5 >)/8 ८८७४+/७४)%, 2), 


कप ०, . आंत (40४--4#): 


7550 


जहाँ. 0<:४<#/2 


9 हर टपधिर | 


लि कं १ 7 ] (्‌ध “49, /7)+ ( “747, /9)५ (4५, 99, )) > 
तथा ४ 7 7 28-7779 42४ -79/ (०५५ ?7/५)/(। 777४-44 , (7 -+/%9) 
् हि 
(झंत #)4४-7 , (005 30०7 . 04( » (७॥ 205, 2). (5.3) 
ला 2, . 20 (क--4%)>- 
#«0 

जहाँ 0<:%<#/2 तथा 

4 न 

४7] 7 फद्६ईतक) 
9, €हए (8 
703 --7, #॥2 न ) का मा, 
का ; 42- 772 22045 (८५५ १४» अ क 8) 
2 


(5) की उपपत्ति : 


माना कि | 
उ्रे55ड(आ 30 , (008 &)ण . ॥( ॥आंत & . ८:४)/, 2). 


-- >> ८, . आओ। (4४--4/)> द (6-4) 
#ष्न्ए 
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जहाँ 0<»४< न/2 


उपर्युक्त समीकरण वेध है क्योंकि /) संतत है शौर (0, ४/2) में परिबद्ध विचरणशील है । 
(5-4) के दोनों पक्षों को ८४५४४०५०७ से गुणा करते हैं और 0 से #/2 तक > के प्रति समाकलित करते हैं । 
अब (4-2) के सम्प्रयोग से 


4... 
2८/क5 -- 2*था (4) 
वर 


०. ८27 ग्| | 


7972--र , #५ ने . ((4५,, 04, ))» 
टेक हे 4६५-  -7५ 2 अल /), (0%% 2890: (4--40४/--47, /). 
/2| 


(5-4) में इस मात को रखने पर वांछित परिणाम मिलता है। इसी प्रकार से (5-2) तथा (5.3) 
भी प्राप्त किये जा सकते हैं । 


6: (4-) की विशिष्ट दशायें 


7#55] रखने पर तथा! प्राचलों के उपयुक्त विशिष्टीकरण से तथा (2:]) के सम्प्रयोग से हमें 
(4) से इसकी विशिष्ट दशा के रूप में निम्नलिखित फल प्राप्त होता है 


[2 |, 4 पा | ४ 
| (आं0 अ)४- , (608 छ)शा | €/घ्नणेड , 5(ए शी। | | ४४, 2) . धर (6-4) 
0 
८5 ८27४7 4 (9) 


9*' ८! | /9 


9 | 


| 77५ -+-। , 6 
है / ु 2 ) ] बज ७, ८१५ +००> ५५५ हि धं,, ०००७ 4५, ] 2 74 अमलपन्का है 
72-77 4५--7-- 7५५ 2 


5 


४--, 8 > ४;-० रखने एवं प्राचलों के उपयुक्त विशिष्टीकरण से (2-2) का सम्प्रयोग करने पर 
(4]) से इसकी विशिष्ट दशा के रूप में निम्नलिखित परिणाम प्राप्त होता है: 


कि 2 ह प 
| हु (0 का . (608 डणा | €बकणेड , 72(७, घ४न॑-7, 2, 9; -» शंत्र  . 2४, 2) 4. 
0 


हिल छ्य्का /।(४)/ (9) हट / « प्रा न 
आग हा शो 3(०५ ४, 8, 9; +७/८४!/, -..2). (6"2) 


इसी प्रकार (43) के सम्प्रयोग से (4-) से #, वाला परिणाम' इसकी विशिष्ट दशा के रूप में 
प्राप्त होता है । 
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ग्र/2 , . आल . 
| (शी 47 , (608 2) | €(बकणेद | 2,(०, ४+०, 2, %, ३3 -+-४ शा ४ , ८४, -2) धर 


८प्प्ण।8 7(/)7५(४ फ् ! हि नया 
स्् >कहाओ ४ (०५ ६, 3 8 03 0 7 82 रे “ 2): (63) 


(2-4) के सम्प्रयोग से थोड़े सरलीकरण के पश्चात्‌ हमें (4-) से (6-4) प्राप्त होता है 


ग्र2 , .. । ; 
| (ह॥ 4 | (605 उ)०गा | दाबतणट | # (०, ० ४-9५, १, 9; --9 शांत | . ८०४, 2) ४ 


€या/३ 7(0)7(5 ' , | न ८ 
प्त जहा जे "2 क(०, ० ५ है, %4 “2००६, -»). पी 
(2:5) के सम्प्रयोग से तथा #--, »--४ रखने पर (4-) से (6-5 प्राप्त होता है 


ग।& , . > ४ | 7 < ४ 
| (8॥0 # १ ग (0०08 ख्ोग्ना + 27(४कए)* | १(०., 3५ (४, १ ;--9 छत #४2/ -:2) प्र 


__ ९८४75 /(७४)7७(०) 
... /(४+?) 


(2:6) के सम्प्रयोग से तथा 8'-- - ,--8, ४--] इत्यादि रखने पर (5-) से हमें (6-6) प्राप्त होगा 








« #॥(०; (8. ४-१, १/ ६ -+9४7४१॥३, --2). (65) 


त्र। 4 ] कर 
॥ (8॥ 655 (608 22775. 270/70॥% 
0 
>< (7५, (०,०', 5, मल ४४--3 थे हि (38 | 6, | ] छा, अर दर. लक  । धर 
श्शा % ८र्टो 


सा छा 2 (9)7(४-+- 8) 6 / ग [2 < ) ह ५ 
प्र कट 7 -+-/9) 26 (7५ (०, ७. 3 |), [ “४-7 ४-८; 2! 67 ,०- छा 8 है (6 6) 





यही नहीं ४, ८ #95-457775₹70 रखने तथा ॥/-फलन को फाक्स के दो प़-फलन के गरुणनफलन 
के रूप में व्यक्त करने पर थोड़े से सरलीकरण के पश्चात (4:) से चौधरी?" का परिणाम इसकी विशिष्ट 
दशा के रूप में प्राप्त होता है । 


इसी प्रकार ७, 70, 750, 73, ”",, 6५ वाले परिणाम (4-2) तथा (4-3) से इसकी विशिष्ट दशाओं 
के रूप में प्राप्त किये जा सकते हैं । 
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4? 8 द 
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४ []3॥73 ?975॥92 6 ४ ] 05 80 6 3# ?90॥|९9 
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साववोक्ृत लागेर बहुपदों वाले कतिपय फल 


सी० के० शर्मा 
गणित विभाग, एस० एस० एल० ठी०, पी० बी० एम०, परसिया 


| प्राप्त--जून 4, 976 | 
सारांश 


प्रस्तुत शोध पत्र में दो चरों वाले माइजर को 6-फलन एवं लागेर बहुपद वाले समाकल का मान 
ज्ञात किया गया है एवं दो चरों वाले 0-फलन के प्रसार सूत्र का मान निकालने में इस समाकल का 
उपयोग किया गया है | कई विशिष्ट दशयें भी दी गई हैं । 


0522८: 


() 5०॥७ 7९४5 फएणेशंप्रह एशाश'बॉी27९त ॥, 276 एणेशाणणांश्ो5.. 27 ९. €&, 908779, 
१069 श0767/0 07॥87067080005 8. 8. 4.. ।., ?. ४. १॥., 08/7989. 


[॥ 885 08927 06 खगञाल्शाओं ताएगरा।र 76 ९७०३४ ठ-पिदांतत ती ज0 एथश4०065 बाते 
(॥6 7,2202८7४ ए0०जाठगगांब #38 06९7 ०एकचाप४९९ ाव ए6 ९हएथ्ाशभं०ा 0िए्पा६ 07 (6 6-ए7०- 
(० ०णी एछ०0 एधा40]68 88 92९७॥ एक प्रश6व जाती [6 2[॥604707 ता 5 |76878 . वा ५ 
फथाएंएप[॥7 768प॥5 098ए6 2480 96छ॥ डा५९०. 


. प्रस्तावना 


हाल ही में अग्रवाल/भ ने दो चरों वाले 6-फलन की परिभाषा दी है जिसमें विशिष्ट दशाओं के 
रूप में तन केवल माइजर के 0-फलन अथवा दो 0-फलनों का गुणनफल पाया जाता है वरन दो चरों 
में सर्वाधिक प्रयुक्त फलनल सी सम्मिलित है--यथा ऐपेल फलन #,, #५, ५ तथा #' दो चरों वाला 
व्हिटेकर फलन । फलस्वरूप इस प्रपत्र में स्थापित किये गये फल व्यापक प्रकृति के हैं और कई रोचक 
दशाय निहित हैं । 


ग्रग्रवाल/) के फलस्वरूप दो चरों वाले माइजर के 5-फलन को सम्बन्ध (:]) द्वारा व्यक्त किया 
जाता है । ्््ि 


254 सी० के० शर्मा 





(६) 
2 ए7१, ०985 774, गाय | (१४); (५५) 2००] 2०० 
पड व 20 2 न्ल्जः |. | ० “6 77)#(, १) 2६ 7 बह #॥,. 
हि (0,) # +76 / +;० 


कक 


(8५); (8 ५०) 
क्‍ ((-]). 


2 


जहाँ 


हा 05 के 
(६ - १) स+ / 9 
र $५((६४ -६£-%) हा (5; +- £--५)) 





ह। 


मा ण्पू 7729 ) ०५9 
व १८३४-३४) 77 5/७७+9) 772 5७ -०) 7 ५४७४ ०) 
४९6, कोच का कल न न 





2 


6 ह ँ ५ 
४४ %&/३(४--)॥+ 8) 2 «/(६(-)/- बा 
मल जम कम 230) 


( 
[7 १/((-१५- के) 


है हा] 7 9 न | 


तथा 0<%<:4, 0<#%/<:4* 0 <9/<:/, 059, ४7“, 0<#<#. 


((%) (0989) (2घ) (००५) पेंथा (७) प्राचलों का ऐसा अनुक्रम है कि समाकल्य का एक भी पोल 
संगमी नहीं है। समाकलन के पथ आवश्यकता पड़ने पर इस प्रकार से दंतुरित किये जाते हैं कि 
&१३५9/-8)), /च77, 2, ... ह#य पेथा 4/(((8/ -॥)) ४७ |, 3, ..., #४, के समस्त पोल काल्पनिक ग्रक्ष के 
दाहिनी ओर तथा 4४७/+४)) /5, 2, ..., ४», ४५% +०), //<!, 2. ..., ५५ एवं 
९५६(।-०८]+६+०५)), / 55, 2, ..., #,के पोल बाई ओर पड़े । 


समाकल (-]) अभिसारी होता है यदि 
&$ 27+4न-७४+7<: 2(#] -- ४, +- ४), 
| 2-+4+5-+-7//< 2(%0५ -- ५५--#), 
तथा 
88 | [गत +न॑४-३3(४ 4-4 -+ ४+-7)], 


((-2) 
| धा३ 9 [< क्र[#7, -+- १५ --॥ “2(722+ 4“ -+-७४ दस 


। 
हे 
। 
| 
हे 


6 नो 


हा्स्ज््श्य्ण 
है 


| का आचरण > तथा » के लू मानों के लिये 


ल्‍्ड 


(7 |]  >0(|४|१; | »[8)) द्वारा दिया जाता है जहाँ 7--, 2, ..., 7 तथा ॥--], 2, ..., 273: 
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नव 
| 


| जो 6 नि की दशा #5"-0 के 


ह 2८ 
इसी प्रकार जब & तथा $->०० तो सम्बद्ध फलन 6५0 | ! 


संगत है, उसका आचरण 

(उ रॉ क्‍ न्‍ँ 

0 |, | +१0( » [?। |» [?%), (("4) 
होता है जहाँ 7+-, 2, ..., ४ पैथा /5-, 2, -..ै, ४४- 


प्रस्तुत प्रपत्र में इस एक अनन्त समाकल का मान ज्ञात करेंगे झौर इसका उपयोग सार्वक्षित 
फलन वाले एक प्रसार सूत्र की प्राप्ति के लिये करेंगे जिसमें से कई फल विशिष्ट दशा के 
रूप में हैं । 


2. इस अनुभाग में निर्म्नाक्तित समाकल का मान ज्ञात किया जायेगा 


५ [492 
०० (0) 6 73, 0०१, 774, 77 ४ (७४); (» ४०) 
| >€3 2, (४) ०५, 0, क (५ घ ६“) व 4 (2) 
का ४7 | (6) 
(8५); (84%) 
/५(०, -9) ((०, ०-१), (६/) | 


। 
| ४60 * (५/' 
8, 0५, 09, ॥7], ॥9 ! (१४); (/४) 
(-- )6 /0,/207-9)80/+%+7/2 दल हक 0] के 55 ! 
ब्याज उपाा » (है ५ £/), » (4 : ६7) 
रा के 8 | ॥85 | (8, ।-०--%-/2), (9) 


| 


| (8/); (8५) 
जहाँ ७ घन पूर्णाक है, 7[»++%8-+/92]>- (/क्‍5 2, +*७ हाई वन 2, ..., 2, ..., 772): 
27+4+8-7<2(क + ४४7 49%) 
7+4-+-8--/<2(#9 + ४३ नै 77 89) 
तथा 
[ भाड़ पर [कान शर्नह न 40-58 -+ 4-४ 7 /)], 
| भा8 7 | < किक कीडनीय +$ 0-३9 + 4 + ४77 9] 


न गा 0-+ - है 
तथा पुर्ववत्‌ /५(8, ०) प्राचलों के समुच्चय हा तप हु के लिये प्रयुक्त है। 





उपपत्ति 


(2-]) को सिद्ध करने के लिये हम समाकल्य में दो चरों वले 0-फलन को हिंगुण मेलिन-बार्नीज 
प्रकार के समाकल (!-) के रूप में व्यक्त करते हैं, समाकलन के क्रम को बदलते हैं जो (2”) में कथित 
प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वध है तो 
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] 76० १०० ६ ३१ ५० ,+8६+8% ५-५ रे के 
(247)* ।औी । (६ - १)४(६, १) है थ्रद् £८/ ॥ गो 2 # ८ ग् (2४) ध८।. 


अब >-समाकल का मान ज्ञात फल [3, 9. 292()] की सहायता से निकालने पर 


५((७-8+४+) (9) /(8७)>0, 


50 (०) 
| <+ ७8% 9  छ हा का 


तथा निम्नांकित सम्बन्धों 


(७५-४८) ५-० _(-0" 
हु १/२(7 ०) ((( -:०)) (०), 


एवं गामा फलन [4, 9. 26] के लिये गॉाँस गुणन सूत्र का प्रयोग करने पर यह निम्न रूप में समानीत 
होता है । 

(--) -8) 8»-+५; ] कि हक 

"डी (2०00-०४ &+#7/ . कटफ़ |_. (कि 8(6+ ५४(६, थ) 


मा कट! शा हब, 


है पक कमल तन +++3 80800 0 2 5८॥/ 
्‌ व अ न ी 4 | 


दो चरों वाले 05-फलन की परिभाषा (:) से समाकल (2-) का म्रान निकल आ्राता है । 











४59 


3, इस अनुभाग में लागेर बहुपद की श्रेणी में दो चरों वाले ०0-फलन के प्रसार सूत्र की 
स्थापता समाकल (2:) की सहायता से की जावेगी । जिस प्रसार सूत्र की स्थापना को जानी है वह है: 


। (६/) 
6 ५ रा 
32, 2033 ०72, 704, 7४9 ४८ (५४); (५४) 
27 06५, ७ :॥/), 5, (६: 40 (3*) 
५%* | (8) 
| (8५); (१५ ) 


)7 67 
ब्+(247)7/2(7-0) 8)+०+/4 ४7 (आह? 6 “आलिन 
पक 70 "हियेणनएओ) 


हे ८४(०0, - -# -०), ४५(9, --०), (०) 
॥+ 0 , 39, 9५३ 774, 772 ५४० (१) 3 (» ४०) (०) 
0, 28 (पं [40 5+0 9 6?) 4. (>८ ); 
99% “४(०, 7-%-7), (9,) 


(0५); (8५०) 
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जहाँ » धन पूर्णाक है 7[/--+%8 -+8+/%]7>-(४55, 2, "७ #5 --, 2, ..., 72७): 
27+4+#+/< 2 /+$0), 


27-+ 4 -8+7/< 2(#79-- ४४ तन 30), 


तथा 
| भाड़ ४ [€गहियनी पन्ना 0-42 न 4 न नी ४ न 7), 


[ बा8 9 | हइनी खनन. + 4 -+-8--7 )]. 


उपपत्ति 


माना कि 


ब्लड 


.. ; (८/) हट 

पर । 

8, 074, 723 ग३ ॥72 | ध>7 | (१४) ५ (2४१) । 

(४)5७४” 0; हक //), 5, (६१ 4”) । । 
* छः 9 ४ * ! 

| ४०40 + (8५) 


|. (80); (9५) _ 


५०७ (4 -+-०)/ ५ अं ४ 
८ (० का बढ 22 | + का ४ 


( 
32202 4 के 20 ; (22) (0< ४< ००0), 
# 0 


४४ ४४+भ+ 
कक 
०3 
2 
जी 


(0) 
यहाँ 2... (०) लागेर बहुपद है। समीकरण (3-) वैध है क्योंकि />0 संतत है और विवृत अन्तराल 
(0, ००) में बद्ध विचरण वाला हैं। 
(०) 
अब (3-2) के दोनों पक्षों में »” ४* 2, (००) से गुणा करते हैं तथा 0 से ०० तक > के प्रति 
समाकलित करते हैं। दाहिने पक्ष में समाकलन तथा संकलन क्रम को परिवर्तित करने पर 
(जो वंघ है) 


(६५) 
श्र (0०) 7, ० 739, /75 धाठ ()४) $ (१ ” 
अतण €ए% 7. (0) 0०५, ( ://0, 5, 4 ५० 4 
0 2 3 2 पु ४६ 6 
४४० | (०५) 


(84); (8 4* ) 


(0) 


कक 8 | ॒ 77 68% ॥.. (0६) पट (2) 4४. 


दाहिने पक्ष में लागेर बहुपदों के लाम्बिकता गुण का उपयोग [3, 9. 292 (2)] करने पर 


50 (0,) 2 ः है| ] है 
हे ज्ण टए5़ कि (| प्र कप ि /९(०):०७, 
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तथा बाँवें पक्ष में (2:4) की सहायता से समाकल का मान ज्ञात करने पर 


रा 
१/((००५-#६+ 8)) 


८४(०, कल 4 --०), ८४ (9, --%), हु 
ह+30, >3 0३? िंपरए शा॥ ः (१४)3 (१४०) 


2५ 0,858, (४ : //), 5+09, (६ : 4”) 
79% | ७&(9, --%--/८), (9५) 
(8५); (8५०) 


(3-2) तथा (3-3) का सहायता से प्रसार सूत्र (3-]) प्राप्त होता है । 


(33) 


4... सम्प्रयोग 
प्राचलों को ठीक से सेट करने पर समाकल में झ्राये दो चरों का 0-फलन तथा अनुभाग 2 तथा 3 
में स्थापित प्रसार सूत्र में कई ज्ञात विशिष्ट फलन प्राप्त होंगे । कतिपय रोचक दशायें दी जा रही हैं । 
8 पर (2-]) तथा (3-) की विशिष्ट दशायें 
(4) 755४5-05-४ रखने पर (]-]) का द्विगुण समाकल गुणनफल 
हज ( की मद ] हल के (2 ] 
कम (/09) के (8 ५7) 
में टूट जाता है। (2.) तथा (3-) से हमें 
0० (0) 777, एव ()/) 79, ०2 
| 7 ८४० 2. (००) 0 (+०| ] ०25 (४ 
0 ः 8 (8५) ४/, 6 


“79, ०-४ 
(4- (१४) ६। श 
9 (4"]) 
[--०-+-% --/८ 
(84); (80४) 





(१४१) 4 
(8५ 3) हु 


(-- 4)# 6)! 7१5 209, 77, 779 ह 
/८! 8, (६ : ८7) ॥, (4 -: ६”) 








4 





॥#7]५, एछी 
हा [ प्र्ट 
7, ५ 





8) ८१." 





] 
(2५० 

4७ 43% 2 कि 4 

|. 3०0) 3 (कक “” हे तो 
| --%--+7 


(3५); (8५०) 





और ली फर्क ययर हाथ | 
न ज्छ-ऊयात)) 2५. ७ ; 0, 2, ७: ३० 
4 





(42) 
हे होते हैं जो उन्हीं प्रतिबन्धों के अ्रन्तगंत वैध है जैसा कि (2") तथा (2-3) में #--४+-- 0--% 
होने पर । 
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(8) इसरो ओर, चकि 


के पड के ५. चआ जवाब 








ह (८५) 
व ही हे फ हक 2... | 083 -. |_ लक कीक्स (> (६७); (- का 
»->0 2, (४: 0) 54, (( ६:०४) > ( 8.) 75 | टी, 50 (82), रह खा ५) 
(8५); हट 


(2-0) तथा (3-]) की विशिष्ट दशायें 9--/७-४--१७५--]--4'-] होने से उत्तम सूत्र 


0 (0) 77॥], ण्त्‌ पक 
| ४ ४8 70 (0०, ५ (०८ का 3) 
0 | पल $ ००) डर 


_ ( ही )£ छः ३2 
हा है 55 कक कं 


“7५, ०-77, ***० 7४ ) (4-3) 
4; १०७ 20५ ०--%+-#८ 





7१ ४ ब्लड 
7४6, है ह [ 5 मकर | मर मल पक 


(5 ** ०० 0 न) 5०) ता ) 





67 ए]+ 2 
>< (7 [ 2 


#+2, (+7 


बा अदा 620 पा (0), . (4-4) . 
० १०६9 |0, “१-7 


मिलते हैं जहाँ £+-4०52(#-+07+3), | शा ४ | ब्रकिन-4-+-३-3(9+4)], 22(/---+/8)):>-! 
है अ 423) ४४३ ५ 





अब (4-3) तथा (4-4) में प्राचलों को उपयुक्त मान प्रदान करने पर हमें (2-]) तथा (3-) की 
विशिष्ट दशायें प्राप्त होती हैं जो निम्नवत्‌ हैं: 


(0) #, 7५५ 7, 4 के स्थान पर क्रमश: ४, , 4--, / रखने एवं [2, 9. 2!5 (2)] को दृष्टि में रखते हुये 
प्राचलों का उपयृक्त समंजन करने पर 


०० (०) 
|, 38१ 275 4२ (20) 6(005:55 30 8, 5555 099 420) वर 


(-- के गा 3 ( --%, ०-१, , 8., .««+ हा (4-5) 


६] ६+9, #+] | 7 0025०5 2098 ०-9: 
शक कब 
2 अ0क >«2प कि +«हिक 20०१, जद या) 


“7 ३-77०, “79; 9 3 **७ । (2४), (40) 


7 3 
3 8 (८ 
(धन हु ६+ 4 ३72 पद ११5५ “9४ जाए 





2 9 
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जहाँ 4--7-&:0, 77-4-+- 55) >> 0 | 88 ४ |<इशेश पैथा /(/--६ +9)7-(४55, 2, ... /)« 


(#) कपच-4 552, ध्चानत0, धिक्तब्र+-औ० 04 क्‍74/- 27 रखने एवं [2, 0. 29 (47)] को दृष्टि में 
रखने पर 





0० ह (0०) विन ) (77/2/ 4५ --१, 0-१ े 
|8! ह ं ->( 47 
। >7/थ ७-२ 7. (007 24/ (४2) 4 न हु & (८ पा मी कि (4.7) 


१+7॥|2] +7 2 2 हज न 56. >>. बा वकील 3 8५ ह 2), (4"8 
आल 68 2 2 30 [ 37-37, 5 हक बह 


जहाँ | क्ा8 ४ |<क तथा #(,+-] + ($-7:३१)]-०-. 


(7 #, 545०2, 7४८50, /#557, भरत +मेन, आचत्ठे+ 0७ (45३ [--.». रखने तथा 
[2, 7. 26 (6)] का उपयोग करने पर 


न, 3/20:% हर फ् (--) ८४ 6 
|, 22% 2263 (2) #., ५ (४०) 4४८- 5 (7 [ ५ 





9 +/:-:॥/59 ०-%-+-/८ 
(49) 


“--%, ०-१, “८ /ै न ] 


|)! 6 22 दे हक कि ही कल 
१+३ ३६ ०-7 ॥/2 हक सदा अली 8 
ने ८ 2८4 26९ (4४०2) हे णए्न्ज #-- !) (५ [ 3--+- 8 “5 हल ] . गे (2८), 


(4']0) 
जहाँ | 8 ४ [< इज तथा ॥[»++(३+/:/०)] >> “7 


(५) 078 554६-54, 94 550, च्तति2, १ 75 ४--५, है 6 का 374, 27 ब्ू0, 3455३. 8 08, 3॥ ऋ -+-0 रखने तथा 
[2, 0. 28 (38) को दृष्टि में रखने पर 


| हि 37-7/8 ८-४ पा (2) 75, ६ [25/(४४»)] 9४ _,, | [24/(४०0)] 45% 


--)6 ४१ वा? है ठ 
नी फू 7 ० | 


45 





व ४ 6 3:74 
0, $, 0, ८ “8, ०--»+४ 


7 5/3क%/48-7/ 8 क्र, ; [24/(४०)] //..., ; [25/(४:४) | 


8 कप कक जे .9) 
लक आग ०2, " 


(4-]) 


जहाँ | 8 ४ [< ०४ तथा /[»+ -:(80)]> -- 


(५) #7552, 45३, 5/55, 9 २३, ९50, 22570, 8855-५4 रखने तथा [2, 09. 28 (26)] का 
उपयोग करने पर 


सार्वक्षित लागेर बहुपदों वाले कतिपय फल 26] 


ह | हट €४ 2५. (७) 76 5/(/०0] 524 [5/(७००)] न ध न्‍ का [ रा हल 6 8 | 


25/(»४) 4, 0, >+ध, ०-४» +-7# 
(4-3) 
पे ह व 
24/ (9) ४7 ॥ [ (४22) 4 (/2०८)|-+ हा १/(०+-/+ ) 


-7%-०, “9, ३ हे 
7... (>0), (4-44) 
६, 0, “76, --2-+7 


38 
ढ, (" 


जहाँ | श३ट ४ [<त तथा /(/--! --:५) >> -- 





(एं) का; ४.) 4 के स्थान पर क्रमशः , 5, 4+-! रखने पर तथा श्रेणी 


[4 
(४ १८७४-7०) 
4--%3, --.७ [१४ )- ञ /तत (-->)7 
॑ 


, 4 दे *००३ 39 को बन) ८ | 
7४ १/(8;+7) 
१/ स्व 


रैँ 


4, ई 
0५, (+7 





को दृष्टि में रखते हुये अन्य प्राचलों के उपयुक्त चुनाव पर राइट ते विचार किया है जो 
मैटलेंड के सार्वीकृत हाइपरज्यामितीय फलन के नाम से विख्यात है और सांकेतिक रूप में 


3५% ना > 
हा गज 4 । द्वारा व्यक्त किया जाता है | इस प्रकार 
| २१9 ***9 /२६ 


> ००००७ 9 7४० 
| ५ मं शाह 4... (०0) :४१५ 6 5, | धड 


( )४ 62.77 “9 ०-१9, 7-%, **७ कल 6 ] (4: 
बज, 72, (+2 मा लय 4*45) 


3 "9 ४ 3 | 
345 *०५ 9 20 


-आिक, पाइाल .ह॥/ 8, #+£ --%-०, --% [-?, 0 ५ 
पा १/(०--/-+- 9) 0.2, ०+2 0, --8,, ..., [84% -%+7 क+ ) ( ) 


37 हर । 


(शी) # तन, 0३३/5०0, (४52, 550, 0260: १! रखने तथा श्रेणी 


के ) 
(24) 0-0 &/7१ 60 4... (2० । 0, 0(४७ ८?) ] 2 जाजती कान) चर (20) 
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] | च्जे ५ बा. [ 
का उपयोग करने पर जहाँ ०, (०) मेटलैंड का सार्वक्वित बेसिल' फलन [7, 7. 257] कहलाता है, 


6० (0) 4 
| 37 ८2४. (०) 7, (४०) 4०% 
0 





0, 9 )' (4-7) 


हि ) १ 4/8( (७-१) ,,०+ 7 /2& (१ 
ः क 7) 528 () ८४ (॥४५ --9), ०-7१ 





०० ] 
४7 (४2८) ++ दा जम्सप जञ (2श)7/2(/-7) (077।2 


८6 7, द (४ | - --०, +-% ॥ 7 (2), (4*8) 
3205 । | ८५ ((०५ ““7), ला 5 


जहाँ | धा8 ४ [< उक्त तथा “0३+-)>>--/, 
निदश 


. श्रग्रवाल, आर० पी०, प्रोसी० नेश० इंसटी० साइंस इंडिया, 965, 38, 53 6-46 


भज 


एडल्यी, ए० इत्यादि, सांशालः पाथा३००ातल्यांश गिपरा०ां0- भाग [, सेकग्राहिल न्यूयाके, 953 
3... वही, ४७68 ० 76टाव पपथ्यार्शण775, भाग ए, सेकग्राहिल नन्‍्यूयार्क, 954 
4... रेनविले, ई० डी०, 89८०ंथ प्रातगां०075, सेकसिलन, न्यूयाक 964 


शर्मा, सी० के०, इंडियन जंन० प्योर ऐप्लाइड संथ० (स्वीकृत) 


न 


0. राइट, ई० एम०, जनें० लब्दन सेथ० सोश्ता०, 935, 0, 287-93 


बे 


वही, प्रोसी० लब्दन सेथ० सोसा०, [935, 38, 257-70 


४[79743 ?975]9 त॑ 0॥ ७5०॥ 6] 8॥ ?०८७ [८४ 
४०. 20, ।३०. 3, ]॥॥५, ॥977, ?३8०६ 263-266 


छ-फलन के लिये श्रेणी 


के० के० बवेजा 


गणित विभाग, लाल नाथ हिन्दू कालेज, रोहतक, हरियाणा 


[ प्राप्त--दिसम्बर 7, 976 | 
सारांश 


फाक्स के #-फलन के हेतु एक परिमित श्रेणी स्थापित करते हुये एक आवतेन सम्बन्ध प्राप्त 
किया गया है । 


6.087920६ 


3 इछा65 ० घल-जिलांणा, 8&9 &, |, 8989९०]9, 706094707600 ० ५४०४/४॥९०7००४/705, 
5 व) लाएवा (0062०, १९१०॥70४९, लिद्वा'79॥9 . 


70 5 छ06 8 ग0ए068 86०8४ 07 #055 झ- परि]007 ४88 96870 68४86 ज्ञतए7 ॥98 
चपिएाश' 06670 प्र5660 40 ठांका। 8 7९एपराशाठह ढक 07 (6 मन-पिला0ता, 


4. विषय प्रवेश 


प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य 2-फलन के लिये परिमित श्रेणी स्थापित करके उसका उपयोग #<फलन 
के लिये आवतंन सम्बन्ध प्राप्त करता है। प्राचलों के विशिष्टीकरण से अ-फलन कई उच्च श्रवीजीय 
फलनों में समानीत हो जाता है फलस्वरूप यहाँ जिस श्रेणी की स्थापना कीं गई है वह श्रत्यन्त व्यापक 
प्रकृति वाली है श्रौर इसकी कई विशिष्ट दशायें हैं । 


फाक्स द्वारा प्रचलित #-फलन को निम्न प्रकार से प्र्दाशत एवं परिभाषित किया जावेगा 
हब (4, ८३), -:.3 (40, ८ 
24 ट्र 347० “१/9 9 ५०+( | 
8? 4 | (83, १) ब्कडऊ (8५५ ०) 
77 7! है (4 7! 
न्‍ पे <(8/-7») गम ४ (4--6/-+-८,७) द 
तक || 2२प7तिपाितविपपि (-) 
टैग /य 4 द # 
४/ (-८४+-7॥३७) / (४-०७) 
॥-७॥7++ 


| स्वत आओ, 
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जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई मान लिया जाता है, 0&#<4, 0<:8<:9, समस्त ८ तथा / धन हैं, 
7. बार्नीज प्रकार का उपयुक्त कंदूर है जिससे कि 7(७/-/॥७) /5-, 2, .... ## के पोल कंटूर के दाइई 
झ्योर तथा /(]-6;--०७), 755, 2, ....४ के पोल बाई शोर पड़ें। आगे सर्वत्र (७७, ०५) से 
(6/, ०३), --७ (4७५ ०७) समुच्चय का बोध होगा । 


!. श्रेश्गी 
जिस श्रेणी की स्थापना की जानी है वह है: 


3 (-०)/(3/24०-8-०)/ 


»>0.. /| (3/2--०-/) 


7747, ॥+-3 
4५५2, (+ 4 [4 





(8-7, #), (4५, ८५), ([/2-- ०-४४ +-7, । (2-0) 


(०--7, /), (8५, /५), (0-४--7/2-/, #) 
(8, /)५ (/2 न % /) (4५, ८५) 
( 77+-2, 7:"+-4 ((/2+-- 6८ -- ४, /), (-- मं +/0--४, /); 
(/2),(8--4-4/2) झ५५ 0५६ । 
(०, /), ( “जि /), 6५9 ५) 


(त्त्ड + | ४, /), ($ 77 6६-४४, /) 





जहाँ £ घन संख्या है तथा 


24 ध्‌ 
&_ ९7- “9 €0 


८ ? 7 ह। 
2 कश- 2 क्ष+ 2 ॥- 2 /ी55४:0 
लक ४ च्यी+- है अच्याएनीओ 


| धा8 2 [<.47/2, 7१९ ०:०0, 7२४ 8:->0. 


उपपरत्ति 


(2:) के बाम पक्ष में (:) से प्रतिस्थापन करने पर 


77 7७/-३) 
वि 


4४ (--४),(3/2--०--8-प४), ! | 
/*०*() ह। (3/2-- ०--), ठग है 


व 70-४8+-» 


अब्वॉन-ं, 
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दा 2(- 6; -+- 2७)7(--8--/+/5)7(०--/--॥४७) <* ४ 
५८ हि लल नल लकलल नस कि कक अर कील हलक जल की की जज ल पर अमल न 
्य 4 (६/-८०;७)४ (/2--०- घ्न-/--/७)२ ( --.8 --४--३ +/ + ४७) 


७72 + 


समाकलन के क्रम को परस्पर विनिमय करने पर, जो इस प्रक्रम में सन्चिहित समाकलों के पूर्ण 
अभिसरण के कारण बंध है 


77 70/-./5) हा 7(--०+०४७)7(०-#७)7( -- 84-85) 
] / ४ 
कक ॥ | 
. 7(-2--7)9) रा _(6४-०७)२(३७-/१-४-+-/७):(४+-३--४-/४७) 
_च्याक], 7:+ 
>( (7५ (०--/७, [--/ --/७8, 3/2 +-०--/2--४, --४; 3/2--०--/, 
[/2--०--४--#७, 3/2--.8--४+-/9; [) <* 5४ 
अब तत्समिका (जिसे [4, 37: 0-2. ()] में 3-50 रखकर प्राप्त किया है) अर्थात्‌ 
37% (०, /, /2--०--१--॥, --४; [/2-- ०--४, /2--8-%, ०-+-/+-/2; ) 


_(/2)(/2--०-8) 
त2-ता2-9)/ 


के प्रयोग से' 


/) 
7 7(6/-.%) 2 7(-०/+०) 
|| तय उच्च 
0 22 7 अगस्त कक का 
7 7(-8/+799) 7/ 7(४/-४०)७) 
हर (कल 


व्यय 


2(०-/॥४)7(।--8--85)7(/2-८-+/७)/ (- /2नै 7४) 2 ०60 7.्‌ --8)7( -- 8-85) 7(/2-- ८-४४): (--/2-+- 0 78) <* ४ 
7(3/2--8--४-॥७)/ (०७+ 3 (2--४--४७)४ (“८ ध्न॑ धन 88) (--$+|2+ ४-१७) 


(:) के सम्प्रयोग से हमें (2:) का दक्षिण पक्ष प्राप्त होता है । 
3. आवतंन सम्बन्ध तथा विशिष्ट दशायें 


(2:) में //--] रखने पर 


(8, /), (६५, €;)५ (-- 42: 0.५ | (3-]) 
(०५ /), (29% ५), (4/2--/0, £) 


77% 7, 7-7. 
2+4, धृनदै 
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(8-4, /), (०५, ०9), (4/2--० । 
(०-०4, #), (29 ४9) ((--/2, /) 


(/, 8), (७-०३, 4), (4५, 2५), (०-३, /), (8-+-$ #) | 
(०) ४), (9, #), (2५, /५): (०--/2, ४), (--/2, /) 


समस्त & तथा //- मानने और (23) में #55 रखने से हमें 





_(-+2०-28) , शत गा 
(3--2०--2/)) 27% धना£ | 


(28 ““20-- ) प्त 80+-4, ॥/+ 42 | 
भ्र्् पल नव 


2+49 (+# 





2४ (--५)/(3/2--०--/0-- ४४) 6 8+-7. 
हा . # छ/2-०६- 9, #+% ४४8 | (3-2) 


2-7, 60, [/2--०--४--/ 
७--7, 00, /-+४--/-- | 


|, ०--4/2, ८/, अ+१--०४, | नी ४ - 
6, -7/2, 29, [/2--०--४, /--/2-- ५ 





+(/2)/(8-०--7/2) 


धान-43 शान 4 
2+4-49 ६-4 





प्राप्त होता है जहाँ 2(07--7)2४2-+4 तथा | धा९ 2 |[< (१४ नी मन 
निर्देश 
]. ब्राक्समा, बी० एल० जे०, (-07स्‍70॥070 ४७४॥, 963, 75, 239-34] 
2. फाक्स, सी०, अमं० सैथ० सोसा०, 96, 98, 395-422 


3. रेनविले, ई० डी०, 59८०७। एप्रा०/075, मैकमसिलन न्यूयाके, 967 


4... बेली, डल्लू० एन०, ठशथा6ा4॥॥98९0 प्जएछश2००77७(४४० 56१6७, कैम्ब्रिज ट्रेक्ट्स, 935 


४[7]237॥3 7३१] 593 4 /४॥ ७5३७॥ 6 ॥ 3॥ ?8६7/॥[|८8 
४०0. 20, ४० 3, ]॥५, |977, ?88९5$ 267-275 


धातु-अधंचालक यांत्रिक स्पर्शों में द्विगणावृत्ति जनन 


अनिल कुम्तार गोविल, रामनाथ शर्मा, विपिन कुमार 
तथा 
रास परशाद 
राष्ट्रीय भौतिक प्रयोगशाला, नई दिल्‍ली 


| प्राप्त--जून 26, 976 ] 
सारांश 


घातु-अध॑चालक यांत्रिक स्पशशों में द्विगुणावृत्ति जनत पर दाब के प्रभाव का प्रायोगिक अ्रध्ययव 
किया गया है। प्रयोग किये गये अर्धचालकों में सिलिकत, जमेंनियम, गे लियम आस नाइड इत्यादि सम्मिलित 
हैं। यह पाया गया है कि दाव के साथ द्विगुणावृत्ति आयाम बढ़ जाता है । #-जरमेंनियम, #-गलियम 
आर्सेनाइड तथा 7-फेरोसिलिकन के स्पर्शों में उच्चतर वोल्टता का प्रयोग कर के स्पर्श “निर्मित: किया 
गया और ऐसे निर्मित स्पर्शों में द्विगुणावत्ति जनन का श्रष्ययन किया गया है । प्रकाश उत्सर्जक स्पर्शो में 
द्विगुणावृत्ति का जनन नहीं होता । श्रवलोकित तथ्यों की व्याख्या न तो इस समय संभव है और न 
इनसे यांत्रिक स्पर्शों की ओमिक प्रकृति की व्याख्या करते में अधिक सहायता मिल पाती है। 


23 05[790६ 


एीहल णी॑ फासडशार णा 5९६८०७० गद्घाप्राण्रांटड. इशाशब्ांता गक प्रार्श३-5शाएणावंप्रट0ण 
छाध्टाक्रांट्यों एणाबिटाड, 27. या 76, 5ठठ0णी, शिवा वशयात 073, शफ्ा #&िप्राशक्ा दांत 
एकड्थका) 27878॥930, िद्वातादनईंं ए0५9४68 00909, रण 260-4 2. 


प्‌॥8 छरडिएण 9ी छ9655प्राह 0 इलालबाणा 0ती ४०००० फद्चा70्रांट8 व 7॥54-5870076400607 
पर6०ए४॥रगांखवं 0070808 9858 52607 ९४०छ०पराएथाशीए 0982५ए660.,.._ 6 8९णा००76प८078 पर५८९ 26 
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श्धीपा॥ शाइल्गांतढ बावे 7-96 लि?ठशंर्णा, 76 0070805 98ए8 96९7 <7077766? 959 2|972 
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पिछले प्रपत्रों [५ » 5, 9 में घातु-अध॑चालक यांत्रिक स्पशों के श्रोमिक गुण को समभने के लिये 
धारा-बोल्टता, अ्रवकल प्रतिरोध-वोल्टता तथा भ्रवकल धारिता-वोल्टता इत्यादि लक्षणों पर दाब के प्रभाव 
का अध्ययन किया गया था। ओमिक गुण को अधिक स्पष्ट रूप में समभने का प्रयत्न करते हुए ऐसे 
स्प्शों में द्विगुणावत्ति जनन का अ्रध्ययत किया गया है । द्विगुणावृत्ति जनन का सिद्धान्त थोमस तथा 
रोवेले/ द्वारा दिया गया है। सैद्धान्तिक' रूप में रेखिक घारा-बोल्टता लक्षणों पर आवृत्ति # का एक 
प्रत्यावर्ती विभव अध्यारोपित कर दिया जाता है । इस प्रकार स्पर्शों द्वारा जनित ट्विग्रुणावृत्ति 2» का 
झ्रायाम, घारा के वोल्टता के सापेक्ष द्वितीय अवकल के आयाम के अनुपात में है : 
धंः। 


वर ००: 005 2#7 








प्रस्तुत प्रपत्र में द्विगुणावृत्ति श्रायाम-वोल्टता लक्षणों पर दात के प्रभाव का श्रष्ययत्त किया गया 
है । जिन अर्धचालकों का प्रयोग किया गया है उनमें सिलिकत, जर्मेनियम, फेरोसिलिकन, गेलियम 
आार्सेनाइड तथा सिलिकन कार्बाइड सम्मिलित हैं । 


प्रयोगात्मक 


यांत्रिक स्पर्श बनाने की विधि पूर्व प्रपत्र: में दी गयी है । वर्तमान प्रयोगों के लिये जेकलीविक 
तथा लम्ब९ द्वारा दिये गये परिचय का उपयोग किया गया है | परिपथ की रूपरेखा चित्र ! में दिखायी 
गयी है। प्रयुक्त भ्रावृत्ति 3:6 किलोहजं है जिसका श्रायाम लगमग 2 सिलीवोल्ट है । 
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चित्र । : द्विगुणाव॒त्ति अवलोकन के लिये उपयोग किया गया सरल परिपथ 


धातु-अर्धचालक यांत्रिक स्पर्शों में द्विगुणावत्ति जनन 269 


'सिलिकन 


प्रयोग में लाये गये #-प्रकार के सिलिकन की लघृतम प्रतिरोधिता 302 से० मी० है । इस प्रकार 
के स्पर्श के लिये द्वि० गु० आयाम-वोल्टता लक्षणों पर दाब का प्रभाव चित्र 2 में दिखाया गया है। 
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चित्र 2 : #सिलिकन्‌ (322 से० मी०) के स्पर्शों में द्वि०ण गुण आयाम का वोल्टता के साथ 
विचरण । केवल अग्निम नति का प्रयोग किया गया है। प्रयोग की गयी आवृत्ति 3:6 किलोहर्ज है तथा 
अनुप्रयुक्त परावर्ती विभव 90 मिलीवोल्ट है। बिन्दु स्पर्श पर विभिन्‍न दाब लगाये गये हैं। वक्र () 
«५ 00 ग्राम, वक़ (2) : 50 ग्राम, वक्र (3) : 300 ग्राम 
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श्रग्रिम तथा विपरीत दोनों नतियों का प्रयोग किया गया है। इस प्रकार ज॑से-जैसे दाब बढ़ाते हैं, द्वि० गु० 
आयाम बढ़ता जाता है श्ौर फिर एक क्रांतिक दाब के बाद स्थिर हो जाता है । अग्निम नति में बोल्टता 
मान झधिक करने पर एक क्रांतिक वोल्टता मान पर द्वि० गु० आ० शन्‍्य हो जाता है। क्रांतिक वोल्टता 
का मान दाब बढ़ाने पर बढ़ जाता है । इसके झतिरिक्त दाब के बढ़ने पर द्वि० गु० श्रा० भी बढ़ जाता 
है। विपरीत नति में भी दाब बढ़ाने पर द्वि० गु० आ० तथा क्रांतिक वोल्टता मान बढ़ जाता है। लेकिन 
: भ्रप्मरिम नति की अपेक्षा आयाम तथा क्रांतिक वोल्टता मान काफी कम हैं । 


उच्चतर प्रतिरोधिता वाले सिलिकन स्पर्शों की ओर बढ़ने पर शून्य वोल्टता पर द्वि० गु० 
अवलोकन कठिन ही जाता है । लेकिन वोल्टता बढ़ाने पर द्वि० गु० अवलोकन संभव हो पाता है जो 
अधिक वोल्टता बढ़ाने पर अदृश्य हो जाता है, जैसा शज्विलधृप्रतिरोधित वाले स्प्शों में होता है। इसके 
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चित्र 3: #-प्रकार जर्मेनियम के स्प्शों में द्विगुणावुत्ति आयाम का बोल्टता के साथ विचरणा । 
वक़् () : निर्मित स्पश : धातु जमेंनियम की अपेक्षा धनात्मक विभव पर हैं। वक्र (2): निर्मित 
स्पर्श, धातु स्पर्श जमेनियम की अपेक्षा ऋणात्मक विभव पर हैं । वक्र(3) : अनिर्मित स्पर्श : धातु स्पर्श 
जमनियम की अपेक्षा ऋणात्मक विभव पर है 
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अतिरिक्त, दाब जितना अधिक होगा, द्वि० गु० आ० उच्चिष्ठ के लिये आवश्यक वोल्टता मान उतना 
ही कम होगा । 


च्चतर वोल्टता मानों (3-5 वोल्ट) पर प्राप्त द्वि० गुण जनन, अवधाव-विमंग संधि द्विअग्रों 
की तरह है।?। 


7-प्रकार के सिलिकन स्पर्शों में द्वि० गु० जनन #-प्रकार के सिलिकत स्पर्शों की तरह ही है 
लेकिन द्वि० गु० आ० का मान शअ्रपेक्षाकृत कम है । 


जमनियम 


#-प्रकार के जर्मेनियम स्पर्शों में हद्विगुणशावत्ति जनन सिलिकन स्पर्शों के समान है लेकिन 
आ्रायाम कम है । #-प्रकर के जरमेनियम स्पर्शों में स्थिति भिन्‍न है । पृष्ठ पर कुछ बिन्दुओं को छोड़कर 
ग्रन्य स्थानों पर द्वि० गु० जनन नहीं होता । उन बिन्दुओं पर जहाँ ह्वि० गु० जनन नहीं होता, उच्चतर 
वोल्टता (>-0 वोल्ट) पर घारा प्रगाहित करके स्पर्शों का निर्माण किया गाया है। ऐसा करने से 
प्राप्त स्पर्शों में द्विी० गु० ज० चित्र 3 में दिखाया गया है, जब धातु ब्रिन्दु स्पर्श जमेनियम की अपेक्षा 
क्रमशः धनात्मक तथा ऋणात्मक विभवों पर हैं | तुलना के लिये अनिर्भित स्पर्श विन्दुओं पर ही द्वि० 
गु० जनन दिखाया गया है । 


गलियम ओसेनाइड 


४ तथा 9 प्रकार के गैलियम आर्सेनाइड (गैं० आ०) स्पर्शों में सामान्यतः: हि०्गु० जनन नहीं 
हुआ । #-प्रकार के गै० आ० से बने स्पश्श में वोल्टता तथा दाब बढ़ाने पर (वोल्टता ““5 बोल्ट) 
द्वि० गु० जनन अवधाव विभग प्रक्रिया में जनित द्वि० गु० की तरह हुआ । द्वि० गु० ज० के साथ-साथ 
काफी रव का भी जनन होता है । एन प्रकार गे० श्रा० (प्रतिरोधिता ०-० । से० मी०) से बने स्पशों 
में अग्निम नति में द्वि> गु० जनन अवधाव विभंग प्रक्रिया में जनित द्वि० भु० की तरह ही हुआ; लेकिन 
विपरीत नति में कोई द्वि० गु० जनन नहीं हुआ । इसके वाद इस स्पर्श को भ्रधिक वोह्टता (7-४0 
वोल्ट) लगाकर “निर्माण किया गया । “निर्माण के लिये विभिन्‍न धातुओं जैसे टंगस्टन, कार्बन, टिंत, 
लेड-एन्टीमनी मिश्रधातु तथा निकिल का प्रयोग किया गया । कार्बन के स्पर्श के लिये कम वोल्टता 
(लगभग 2 बोल्ट) पर ही निर्माण हो गया। “निर्मित' स्पर्शों के गुण-विर्माण के लिये प्रयुक्त वोल्टता के 
ध्रुवणता से स्वतंत्र हैं। निर्मित स्पशशों में द्विं० गु० जनन का वोल्टता के साथ विचरण चित्र 4 में दिखाया 
गया है । इस प्रकार, स्पर्श धातु चाहे कोई भी हो, द्वि० गु० आआा० अधिक है जब घातु स्पर्श गें० आ० 
की अपेक्षा ऋणात्मक विभव पर होता है । कार्बन तथा टिन से निर्मित स्पर्शों में द्वि० गरु० आ० अपेक्षाकह्षत 
अधिक है। प्रत्येक स्पर्श में द्वि० गु० आ० उच्चिष्ठ लगभग समान वोल्टता (7-02 बोल्ट) पर है 
लेकिन प्राप्त किये गये शिखरों का रेखा-विस्तार विभिन्‍न है । यह्‌ लक्षण एक #7ह संधि के लिये 
गोविल इत्यादि? द्वारा प्राप्त किये गये लक्षणों के समान है । 
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चित्र 4 : #प्रकार गैलियम आर्सेनाइड (0-] ४2 से० मी०) के निर्मित स्पर्शों में द्विगुणावत्ति 
आयाम का वोल्टता के साथ विचरण जबकि धातु ,#-गै० आ० की अपेक्षा ऋणात्मक विभव पर है। बक्र 
() : कार्बन द्वारा निर्मित स्पर्श; वक़ (2) : टिन द्वारा निर्मित स्पर्श; वक़ (3) : निकिल द्वारा निर्मित 
स्पर्श; ; वंक्र (4) : लेड-एन्टीमनी मिश्रधातु द्वारा निर्मित स्पर्श 


फेरोसिलिकन 


उपयोग किया गया फेरोसिलिकन व्यापारिक कच्चे उत्पादन से लिया गया जिसमें सिलिकन की 
मात्रा लगभग 98% होती है | फेरोसिलिकन का लेप किया गया पृष्ठ प्रयोग किया गया क्योंकि "तोड़े 
हुए! पृष्ठ पर विद्युत स्पर्श बनाना कठिन होता है । लैप किये ग्‌थे पृष्ठ पर कुछ स्थानों को छोड़कर 
अधिकतर बिन्दुश्नों पर हद्वि० गु० जनन नहीं होता। अतः लगभग 5 वोह्ट पर स्पर्श का निर्माण 
किया गया | ऐसे निर्मित स्प्शों के लिये द्वि० गु० आ० बोल्टता लक्षण 00 ग्राम दाव के लिये चित्र 5 
में दिखाये गये हैं । दोनों ततियों का प्रयोग किया गया है। 


सिलिकन कार्बाइड तथा गेलियम फास्फाइड 


सिलिकन कार्बाइड नई ग्लोबार छडों को तोड़कर प्राप्त किया गया । इस स्पर्शों में कम वोल्टता 
पर द्वि० गु० जनन सिलिकन स्पर्शों के समान ही है । अधिक बोल्टता बढ़ ने, पर (7०0 वोल्ट) स्पर्श 
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बिन्दु से प्रकाश उत्सजन होता है। इस स्थिति में स्पर्श से केवल रव का जनन होता है, ग्रुणावृत्तियों 
का नहीं । इसी प्रकार गेलियम फास्फाइड पर बनाये गये स्पशशों में प्रकाश उत्सर्जन होने पर केवल रव 
का जनन ही देखा गया है । 
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चित्र 5: 2-फेरोसिलिकन्‌ से बने “निर्मितः स्पर्श के लिये द्विगुणावृत्ति आयाम का बोल्टता के 
साथ विचरण। स्पर्श पर 00 ग्राम दाब दिया गया है। वक़ () : घातु स्पर्श #-फेरोसिलिकत 
की अपेक्षा ऋणात्मक विभव पर है; वक्र (2) : धातु स्पर्श #-फरोसिलिकन की अपेक्षा धनात्मक 
विभव पर है 
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विवेचना 


प्रकाश स्पेक्टमी में द्विगणावत्ति जनन का कारण अरेखीय श्रुवीकरण कहा गया है। ह्जबग्ग* ते 
सपैद्धान्तिक रूप में यह दिखाया है कि अरेखीय श्रुवीकरण, आयन की माध्य स्थिति के दोनों श्रोर 
दोलन कर रहे संयोजकता इलेक्ट्रानों की अरेखिक स्थैतिज ऊर्जा के कारण है । इस प्रकार एक सरल 
प्रसंग्वादी दोलक के लिये 


45% 


हक 


जहाँ » है इलेक्ट्रान का मध्य स्थिति से स्थांतरण । लेकिन अप्रसम्वादी दोलक की स्थिति में 


44५ 


रो त #2--.025-+- 


इसके अतिरिक्त रूटनर तथा शापिरो/” द्वारा यह सिद्ध किया गया हैं कि दिक-आवेश-सीमित डॉयोडों 
में द्विगणावृत्ति जनन का कारण दिक्‌-आवेश तरंग में रव-अन्योन्यक्रिया है। इस प्रकार दिकू-आवेश तरंग 
जो वाह्म प्रत्यावर्ती विभव से उत्तेजित होती है, वाहुक घनत्व तथा विद्युत विभव की तरंग है। तरंग 

उपस्थित वाहक तरंग का स्वंय का विद्यत क्षेत्र श्रनुभव करते हैं और इस प्रकार द्विगुणाव॒त्ति को 
जन्म देते हैं । प्रकाश स्पेक्ट्रमी में अरेखिक प्रूवीकरण उच्च प्रकाशीय श्राव॒ृत्ति पर द्विगुणावत्ति' जनन 
के लिये उत्तरदाथी हो सकता है। लघ आवत्तियों पर रूटनर-शापिरो प्रक्रिया अधिक संगत प्रतीत 
होती है | वतंमान उद्देश्यों के लिये उपरोक्त दो प्रक्रियाओं में से अकेले एक को चूनना कठिन ही जाता 
है । संभावित व्याख्या निम्न प्रकार से कर सकते हैं । 


पिछले प्रपत्रों में यह सिद्ध करने का प्रयास किया गया है कि स्पशों में प्रवाहित घारा का एक 
अंश अंतरपष्ठ अवस्थाओं अथवा विरूपण दोषों के कारण यह अंतरपष्ठ अवस्थाएं जब सरंगीकृत 
इलेक्ट्रानों द्वारा उत्तेजित होती हैं तो अरेखिक श्रुवीकरण की संभावना हो सकती है। दाब बढ़ाने पर 
द्वि० गु० आ० में वृद्धि का कारण यह हो सकता कि दाब बढ़ाने पर और अधिक श्रंतरपृष्ठ अवस्थाए 
धारा-प्रवाह के लिये सक्रिय हो जाती हैं। लेकिन वर्तमान अवलोकनों के अनुसार द्वि० गु० जनन केवल 
लघु बोल्टता मानों तक ही सीमित है जिसकी व्याख्या भ्रमी संभव नहीं है । विपरीत नति में तो यह 
जनन बहुत कम वोल्टता (50 मिलीवोल्ट) तक ही सीमित है । 


निर्मित स्पर्शों में द्वि० गु० जनन संधि डॉयोडों की तरह ही होता है। जहाँ द्वि० गु० आ० 
उच्चिष्ठ एक परिमित वोल्टता पर होता है। #-प्रकार के जर्मेनियम, #-प्रकार के गेलियम आसनाइड 
तथा #-प्रकार फेरोसिलिकन, तीनों स्थितियों में, नि्भित स्प्शों के लिये पायी गयी अग्निम नति ( अर्निमित 
स्पर्शों से तुलना करने पर) उल्टी दिशा में हैं जिसकी कोई व्याख्या नहीं पायी गयी है । विभिन्‍न धातुओं 
के “निर्मित स्पर्शों पर प्रभाव की भी कोई उचित व्याख्या नहीं है । 
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सिलिकन द्वारा बने घातु-अर्धचालक स्पर्शों में द्वि० ग्रु० जनत केवल लघू वोल्टताओं तक ही 
सीमित है। जमेनियम, गैलियम आपसेनाइड इत्यादि स्पर्शों में ट्विवगुणावत्ति जनन कठिन है लेकिन 
स्पशे के “निर्माण के बाद द्वि० गु० जनन संभव हो जाता है जो #+# संधि में अवलोकित दिव० गु० 
जनन की तरह है। प्रकाश उत्सर्जक स्पर्शों में द्विगुणावत्ति जनन नहीं होता है। निर्माण के लिये 
प्रयोग की गईं धातु की प्रकृति “निर्मितः स्पर्शों के गुणों पर महत्वपूर्ण प्रभाव रखतो है। वतंमान 
अवलोकर्नों द्वारा धातु-अधेचालक स्पर्शों की ओमिक प्रकृति पर कोई विशेष निष्कर्ष निकालना संभव 
नहीं हो पाया है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


उपलब्ध सुविधाओं के उपयोग की अनुमति देने के लिये लेखक राष्ट्रीय भौतिक प्रयोगशाला के 
निदेशक के प्रति कृतज्ञता ज्ञापन करते हैं । अनुसंधान फेलो शिप प्रदान के लिये दो लेखक (अ० कु० गो० 
तथा रा० प्र० श०) वैज्ञानिक एवं प्रोद्योगिक अनुसंघान परिषद, नई दिल्‍ली के प्रति तथा एक लेखक 
'(वि० कु०) परमाणु ऊर्जा विभाग बम्बई के प्रति आभार प्रकट करते हैं । 
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गणित विभाग, राजस्थान विश्वविद्यालय, जयपुर 


[ प्राप्त-सितम्बर 7, 976 | 


सारांश 


दो चरों वाली कतिपय नवीन संमितीय फूरियर अष्टियाँ प्राप्त की गई हैं। आत्म-व्युत्कम फलनों 


पर तीन प्रमेय तथा उनके उपप्रमेय एवं सम्प्रयोग दिये गये हैं। पठान द्वारा दिये गये प्रमेय श्रस्तुत शोध 
की विशिष्ट दशायें बन जाती हैं। 


है ७॥ 82 ७॥ 


09 इशालांट्यों ए०एरांस एशाले5 थाएे शा ॥९रंफा०टन्े जिटीणा$ ए छ० एथ्ाां॥065, 99 


(53) [ता ॥ 32807 धात॑ 6. वि. (9098, 06ए79क।ए0ां रण शशाीलशानं०8, एगराएशआए 
० रि3]288४79॥, जधाएपा'. 


५0०06 ग6ज़ 8ज़्यदाएंदवां 70प्रांल' स्थिपाहांड वी जर0 एबांब0ॉ68 48ए6 >86॥ 079(8४760, 
नु]ए06७ (९0608 णा इ5९॥ ल्ठएाठटवों चिठल05 क्वढ शंए्था जाति 7000ीक्ा65 धार्दं 8[07708- 
प0703. ॥60छा3 हांश्शा 97 शिक्षा ((97) 96००76 एथाप८पॉशआ' ०३8९5 ० 496 छ68607 
ए6९४8 2707, 


प्रस्तावना 
चतुर्वेदी तथा गोयल? ने परिभाषित किया है कि 


नं; 4; नंगा, 0: 772, 772 + 773 73 
सिर | 
9]. 29 ॥ + 299 १8 * #3) १३ [ 9 





[(4५,५ ०५३))६ (७0% #0): | 
((०,, 2५90): (4५, %,)))3 (०५५ १५३७)): ((/4७ /4७))) 


ल्क्कः ही । ५ # (न) ४७, - २५१. # | ८ ((:0) 


अिनननअलमन. 
ननानओओ.. 
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(4 7(४--८।७+-०]/) 
जहाँ. ?(७+7)₹ऋ 





 (-4;-८०४४--०५४) ४४ :(2)--/)8--/॥) 


वि ८८9 


7 7(0--०2०.+१४४) 22 7(४/-०,७) 
तथा (४, 7) 
/29 (2 
व. 2८-०5) // 7(४-०४,+8;७) 
54+772 


]-१+779 


(7 76 -०+)॥४) 77 7(॥-/४॥) 
८ दि अनमनन>मकन» न सन“ का कक भ५ 3५५५५» ३७५+७५७३३७७५३३०० नम कलम+ जनम लमनन+मान्‍की +न मं असम कान «कक “पलपल जन एज त 2०० म> ५ 


॥ 7(०४-) 77 (-0+-॥०7) 


2 हत ई+-73 


यही नहीं ((०५,, ०+])) 7+(५4;, ०१), (4५५ ०३). - (६५५ ०/,)» आगे भी समस्त ०५, 8, », 0, 0, तेंथा पेन 
हैं, 7४ तथा 7. ऐसे कंटर हैं तो & तथा 7 तलों में अपने लूपों सहित --7०० से --7०० तक विस्तीण्ण हैं जो 
श्रावश्यकता पड़ने पर आश्वस्त करते हैं कि 7(6/-9७) /+, 2, ... , ५६ #([-॥४॥/), /55!, 2. ..ह5 
के पोल क्रमशः 70, तथा 7 कंदूरों के दाई ओर पड़ें। 7(--८- ३७), /+, 2.. #8; 7(द+ «४ 
+ ०), /क5, 2...क॥ तथा 7(]--०|+)07),/ 55, 2. ..#88 के पोल क्रमश: /॥ तथा /, कंटूरों के बाई 


श्लोर स्थित हैं। घन पूर्णाक 9,, 23, 703, ?73 709, 75 4:५ 4५ 4७ 7७ 88 निर्म्नाँकित असमिकाओं की 
तुष्टि करते हैं 


4५, १३ल्‍2; 7207, 47220; 05:77, ४7५, /१3, 70५, 735 203, (23, 23, 495 48 
707+72025:44 + 40; /2-4025:4; --4५ 


जहाँ 05४77, ॥27, , ..78<: 93, 02-५६ अर्थ है ग्रसमिकाशों 07%, /?:; 05:75: 98 -ी समुच्चय 


और ०॥, 8; १), 9, ५५ +४ में सबसे बड़े हैं ०, 8, », 8, 2, ७। मात &--0 तथा #>>0 सम्मिलित नहीं 
किये गये । 


नंद ५ ५ ने 
परिभाषित 44 | | ४ तथा 9» का वश्लेषिक फलन है बशतें कि 


| था'४ २ 8 ] गए 2977 > (|*[) 


वििननानर 


| बा 2 |<[#7,-5*] #; 27,>%, (2) 
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जहाँ क्र मना 6 न 7749 न !५0 के ॥7,--7#9० जी773 0 -- 773 [2« 


कं, >->०--२०५७)+-4:/१+ 4५०; #,-४७,० -- 98) +- 4/ न 4३/४- 
श्रब हम एक संमितीय फूरियर अष्टि का प्रवेश करते हैं, 


कल 5 2ी4>८ (-7)/2 / 0४8. 9  (॥१-7)।8 
जा आर , (नह)... "कट 


| | 0 
दस, + 
के 0, 0: ?], 4] + 22, 42 रॉ 


20, 0 : 2[4, 264 : 209, 24५ [(((4/, ०५५)), ((।--4५--2०%, ०७))3 “77: 
(को) 


जी 


॥। ((( 9 ३ ८५,» 2»/४3))5 ((०/, ४6:20 %/7)) ) ((4५,, 90, ))$ ((( बा 27] -04,: ०2,))/ 9 । (! 3) 


(५(॥ ्य् ८/,5 १७५))5 ((८/, -*५५१ )५,)); (709५: (<4,))$ ((( हज कर /“६५१ (4५))) 
यदि />2, 9) द्वारा समीकरण 
(2, 9)5« | हे | द् ६ (>2, 229) + डा, 59) - बट, - धंड: 


की तुष्टि होती है तो /», 9) को श्रष्टि &(४, 9) के लिये आत्म-ब्यू त्कतम कहा जाता है और इसे निम्न 
प्रकार अ्रंकित किया जावेगा 


॥ यह, * (6,) + (८ )«१६ ) 58 26 ) ) 

श्र | के गा हर हु (2 ) ः | (के ) 
४ रे कं 32% ४ हा] 

305 2 4] १? 7273 42 १? 29 


जहाँ (४५) ह्ल्चः 0., 2... 4५ 9 


(-3) में दी गई अष्टि #(४, 9) में निम्नांकित अष्टि विशष्ट दशाओं के रूप में निहित है । 


(0) 750, रखने पर एक नवीन अष्टि प्राप्त होती है जिसमें दो “-फलन का ग्रुणनफल 
रहता है 





2८ (४-१) /2 (४-१) |2 
22,(७, 255(0008, भ70,)॥ , (+) | हर) ।;॒ 
ं ह 
47, ?7 हर है। 
90, श4व [(् <) 


42५ 22 है 20 | 
>< (५५, 40, जि »] 





(( ॥+ ८/, 29४8३))5 (८५4 7 /#३2 »#,)) | 
((६५.,* 04, )) $ (६ 4 4५, ्क 0475 04, )) हे 


((4-८/,: १५५))> ((2/५- *५४२ 5] 
(([9, ॥4७)) (([-7५५ 7 /६,१ /०४)) 
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कोई फलत जो #&, (४, 9) के लिये आत्म-व्यू त्क्म होगा वह होगा 
ए ०8 | ह (6, ) (८५ ह 2 5५ (] -4) 
ब, औ] ४ ++ : (0, ) (४५ ५ (४५ ) ( /५) 
(7) जब ४5-50 तेथा ०7५७-०३, "२)2५,८5॥०५, 5 !, तो हमें दो 6-फलनों के गुणनफल वाली 
ष्टि प्राप्त होती है 
क-7 ॥४/ 9१९४१-१)।2 
(2 >55(2/26, 20४)7 (है) पा 


(4--८५,), (८५ । छः 22 च हा 





[-- ८५, )» (८५, ॥६ | 

















छः 9 || और लि. ( 
428 * 8] ! [ | है) कक 09) (7:9७) 
कोई फलन जो /#८(», 9) के लिये आत्म-व्यत्क्रम होगा वहु होगा 
कक 2 0 5 (४५.१) (० (।'5) 


४, अं] ६ +- : 8. 4: 4. 7 
(77) ॥/,54४5-व, /५954५०-४-0 रखने पर तथा सीमा को 9->0 लेने पर हमें एक नवीन संभितीय 
फूरियर श्रष्टि प्राप्त होती है जिसे पठान? ते मिम्नवत दिया है 


__ ++ 4) 2॥9 हए 9 /79/ ((।--८/५, १५७,)) ((०५, ०-१, १/,)) 
है 0 55 4 ( ह् ) . 3-३१) ।2 हि रख न 20 ] ८ 3? //7 ह प धन 
४(०५ 2) पं 305 24५ | ए | ((4५,५ ०५, )) (7 40,--०,५ 0५३) 


#& (०, 9) के लिये आत्म-व्यत्क्म फलन होगा 


फट गा: ५) ०.) ८; - (-6) 


१५ ( ध्‌ )«० | १ ) ५ 


(५) यदि विशिष्ट दशा 67) में ॥/--)५--] तो यह फाक्स/। के द्वारा दिये गये फलन में समानीत हो 
जावेगा जिसके आत्म-व्यत्क्रम फलन को 


8, - + न“ + : ( )« ( /, 0 सके के नव 
;॒ 4५ 2 ८#] ? 

4, 4 : “>> (0 )«४६ 5 फेर 
३ व 3000 : 


4९ 


द्वारा प्रदर्शित किया जावेगा । 
2... मुख्य फल जिन्हें व्यवहृत होना है 
हम तिम्नांकित प्रमेयिका का उल्लेख करेंगे जिसे प्रमेयों को सिद्ध करने में व्यवहृत किया जावेगा । 


यदि 0) | [/0७2) - ४. #| [७ थ) "0229 &,, ०७, 7५, 9) 


| | >>, )) . ०४६ . क 
ह 0७४0 
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(0) 0/:>250, ]55, 2, ..., 4।: »7:>0, /7--, 2, .../; 
2०0, #557, 2...03; ((7>0, 75-[ ...4५ 
०:०0, 4 ४, 
07) #४ (4))> -३%, /55, 2...97; #४ (//)>-३/७ /--, 2...4, 


९८ (८) >>: /57१, 2... .0; २८ (८;)-+> 9 /४४ , 2...2 
0०) &(६$-» ३-7) जो ७ तना ४ का सम फलन है 


2453-55/4 /70॥/ -४/2 
७) (|) -(ह/) 06, /) - आ(6, 057. (३-०, ३7००) 


| 7/2--2० (/2+72०० ह0/६-४5॥2 /॥/ १-४॥।2 
तो (2, 95 कत्ड़ |, ७ ५० | (फ) ($07) 2 कक पी 


(2"0) 





जही। 0000) हनन ट जय की कलर कलर मर 8 हक 8 
रा £ | 4-४० + ०] (फ़ 275) (फ ऋष 5) | 


7 9.3 4क (३ 2 
| र (८ न 0; (जा 5972)| पे [+4+/4 (क-2075)| 
के है 2 ]+| 
+ ॥"७.......... ... (<- कि कम हक अल आह 
2 0 है का 2 
20, 7) को 2,(5, /) द्वारा प्रद्शित किया जावेगा जब 7-0॥ 


इस प्रमेथिका की उपपत्ति सरल है भ्रतः नहीं दी जा रही है । 


3. प्रम्मेय 4 
4, खा] ; (6,) + (4, )* (० (., ): (८ 
८ ध्व 2 ५2 2 74 ७. 
यदि /(७, 2) नन्, २ ; (०,) ; (6 0, 3008 , ॥0 70 हे (3-0) 
2 47 * 2 22 


] |24-7० (4/2+ 72० | ह 
तथा 7५ 2) छक्त बिक (कक 2७, 0) - 0'((-58, -/) . ०(७, 7) ८४ , ८१४ ६8 . 4/ 
(3*]) 


यदि ४>>0, ४70 


न्‍्ू0 यदि ४<0, 9< 0, 
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तो. 8(20 9) - र् ऐ | श्गि 3 अल । 2, 20) - बैंड, + बट 








7, खा ; (०/,) + (४/, ); (८ (2.१३ ४ 
! 9/3 ५० /7 ४ ८ 3-2 
और : की 5 की : (१ ह )६ (५ ५ के तुल्य (्‌ ) 
हर न्‍ 
जहाँ. 2७, #)5- जा आक जज पक 
[न गाय हम ज किक भी 
व 
4 ५3 7 ना ] 
है थे जिओ 5). 2 ग[4// ६ छटू४०)| 
8 असम >८ 8 + कक कर तरल न 
7 शँ न्‍ १4 ।ष 
व र्ड [०॥-०१ 47700] ( 5ए75)| यय [० 7 2 +लै। ५४४) 2.) | 5) | 


है 
०(७, /) द्वारा क्रियात्मक फलन «(७, 7)57०(]-७, 4- /) की तुष्टि होती है। जब ४<-0 तो 2(5, 7) 
को 2' (७, )) ढ्वारा प्रदर्शित किया जावेगा 


उपपत्ति 


चूंकि 7८, 9) को (3-0) द्वारा प्रदशित किया जाता है अतः प्रमेयिका के माध्यम से 


|.. [708+४० (7/2+7० //4 १-४३ /7/, १7४१ 
है ४ 27700 | | 4० (5) (| 020, 7) &#(5, 0) - ४ - आई थं 44 


4]92-70० 


] ० 
तथा 8(७४; आग हे | (०१ | धंटा 42५ 


/4+7० (4/4+7० --$ (2 न नं 
९ | | | । (क) ; (207) (0(5, 7) - &5, 7) 2, - 5५ ८5 ८४] 
] 


ँ 
(2ग7)7 | /2-४० / 7/2-7० ५४ 


> है 
[08 दर ४, 02 ल ? रखने पर तथा समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर 


५ ] /2+7० (|2+7० 0 लक 
8(७५, 9) “ला हि । पक * (2(5, 7) - £2(७, ४) 


८४5 , 97 ६ व! ] हु | ८४-78 (४०707 | 7(४, 7) . ब्कक वी? (3-3) 
0५०४० 


अब (3-)) में दो चरों वाले लैप्लास परिवत्त के लिये प्रतोपन सूत्र का व्यवहार करने तथा ४ के लिये 
._..& एवं / के लिये |--7 लिखने पर 
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॥ |, ८-4 | &४+707 , 7(४, 7) , 4॥ . ध/७-७०(--७, [--7) (2 (७, /) «०७, 7) (34) 


0) 


(3-3) में (3-4) को व्यवहृत करने पर 
(5 सा ] 4/2+8% (422० / “5 2 )/ --/42 , हि 
8(0५ 2) (टि्रा)$ | 4(2-४ ० | |27० (5) (्ः) 26,0 ९७0 4 जाकर 4. 
जहाँ 6(७, 7)5502(5, 7) . 2(-5, ]-7) . ०७, 7) - 25, 7) तथा #(७, 0) से सम्बन्ध $(४, 7) 
--$(--७, !--7) की तुष्ट होती है, श्रतः तुरन्त ही प्रमेयिका (32) भ्राप्त होती है । 
प्रसेष 2 


70, 7] + (6,) + (4, )* (6 (7. )* (6 
यदि /(, 9) घ्म्न्स ४ । है (्‌ रू ( ४ ( कं रे पा ) 
"जद 0 बह हल * 
» औ तू 9 ५ ५ है] ध्‌ ) ! 


तथा. 8(७, 9) | । ! । ह 7(524, 929) - (24५ 23) - थैंट। - 42५ (3-5) 
॥, 2] : (6/,) ; (६/, ): (०१, ) ; ( 
ः 4 ? के 
४ 5 / )० (१// ह / हि लय 
पे, आ: (५ 908 00 2057 ) के तुल्य है 


हे ] /2+0० (. /शन० ४ का 5 आवक 
तो /2(5, 25 हाफ आह है । व (2(७, 7) « (2 (७, 7) न 7) रत ( श) 
, ०(७, #) - ई 97 6६8 ६/ 
-0, &<0, »<0 .. <>0, 720 
जहाँ ०(७, 7)77०(-४, । -77) क्‍ 


उपपत्ति 


(3-5) को 5४7 . #४7, से गुणा करने, सीमा 0 से ०० के मध्य समाकलित करने, >27777, 
>व8त5? रखने एवं समाकलन के क्रम को परिवर्तित करने पर हमें (3:06) प्राप्त होता है। 


9० 50 ५० ५5 नल 
हे | ४-7 , #- , 8(७, 9) - 4४ . ध्रप्रत् हा प्र 2. + 28 ट); 29) बंद 42५ 
0 “४0 
2 ५ (दि ४४८8 , ए४-7 72(४, 9) ४४ कै (3:6) 
2 0 
चेंकि (3-0) सत्य है अतः (2:0) में मेलिन प्रतीपन सत्र का व्यवहार करने --8 को & तथा ]-४ को ४ 


से प्रतिस्थापित करने पर 
#&? 2 
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(3'7) 
इसी प्रकार यदि. 8(» के कि लक 8 बा 
80030557 5 के औ /क ह ओके सवा 0) 
तो प्रमेयिका की सहायता से मेलिन उत्क्रमण सूत्र को व्यवहृत करने पर 
॥५ ॥  "हए 2002) - के ०) (कं) 70,060, 0... 3.8) 


प्राप्त होता है जहाँ $(5, 7)5-४(-४, --४) 
(3.7) तथा (3-8) का व्यवहार करने पर (3-6) से हमें 


५/(,५५ 7) 


ः, (2(-3, --7) - 2७, 7)/7 » ४५ ।/) 





प्त होता है जहाँ ५००(७, 7) ( 
तथा «(४, 7) से »(--8, [-- 7)--०(७, 7) की तुष्टि होती है । 


तब मेलिन उत्कमण सूत्र से वांछित फल प्राप्त होता है । 


प्रमेय 3 
7, 7॥/4 ; (६,) : (४, ): (० हा 8 
हम शक ः है (9५ 9 !५9 
यदि ०५ 2) हो 58 5 * 080 (४५ )/४,, ) !१2 


| ([०[7+#/आ जे प्र 
तथा 8(>, 9) ्ड्ढ 9 |, ६ हे रे 9 ऊ (02५५ 2५) नध्टा 42५ 
खा, खा ; (४7५) : (८९); ५४७) : )/7 


5 ;$ पा के तल्य है 
है, कं ; (००५) : (४९) 0 57 बह (२५१, ) पे 


तब 


*]/2--2० | ॥2+7० 


(४; 9) । रु ( ध्प 
/(४, 9 “हल | पर 0((]--७, [--४) - (2७, 7) - ०(७, 7) > ४ . # ४ . 4४ 


2४7०0, 90 


॥/2-7 ०० 


म्८0 क्योंकि ४<0, 7<0 
जहाँ ०(७, 7] 5-०(--», [--7) 


इसकी उपपत्ति प्रमेय 2 की ही जसी है । 
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4... उपभप्रभेधष 


श्रब हम प्रमेय | के लिये उपप्रमेय दंगे । इसी रीति से अ्रन्य दो प्रमेयों के लिये भी उपप्रभेय 
भ्राप्त किये जा सबते हैं । 


उपप्रभेय ॥ 


(4) का उपयोग करने पर 


(; जी ४ +- है पते... ) ( ): (४, ) 


यदि (>, 9) ४ 8 व (0. ) ५ ) ) 
है. 


(4+१ ०० | 7/2+ 4० 


[ 
तथा. 70५ 390३ 0५० (8-० सिर 0 - श(-07-0 - ०6.) "०९ | #४ क्र. 2 


४70, 7970 
न) वेयोंकि :< 0, 9<:< 
८७(७, ले त्ण्‌ ““6, | --/) 
(४ 
825 अर! | | 2 (०8 तर ०8 ] /(29 59) + 45. 425 
शी गे | ४ (४/ ५, ७ कप /, ) 
का 22? 22 के तुल्य है । 
४00 0 8] (2५ ३ तु है 
उपप्रमेष 2 
(('5) से तथा 8, 55१ ॥ 55६६ , तत0/५77 मातने पर 
ः गटर खत $ 5४ -> : (4, ); (/,); ८ ३ 
यदि (४, »)५< ४ ना ' १. गा 
तथा 
| कै 6] 
गय (० न किम 
] अिलराई | (4+६ ०० [तय | ठ्ण 2 | 
4 (७, १ (टला) * 4/(2-2० + 7/272० #7 पा शी $ दि || 
87 8+प तह] 
उच्ता ह 505“ है. 8 | 
। 
7! 6 ही 8 | 2:22 2० मनी | 
[7 | 6+ कं ] पा य (०५- क्ु+ क्फा5 
5८ हलक पवन जा आग हा 
7 7 8 | 
8 मिल मा 4 “-+-- जज 
हर दे (९ फ्ल 227 ”| न । 200 5 
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[7 /7- कु । +39] 
7, 


ग ४, 27५ 
2८ ; ० मा ०७, 7) . ८४ , ८-४ 48 . 6/, 
[| ] | 
श््य | जे | 
2 ं। 2ीं। 2 2>>0, 970 


--0 वयोंकि ४ <0, 9<0 

(5, /)55([ “७४५ [ सह) 
ती 8(२ लय |, | (०४ >79 08 | (4, 29) 42, ४2५ 
तं हा न 


2, का : ++ + (४, ); + (५); ४५, _ 
मं : ना : 2; 3: 7; के तुल्य है | 


उपप्रमंय 3 


(!:6) का सम्प्रयोग करने पर 
यधं, 4 ३ ++ : (८, 24 (०५) हक लता 
यदि (>>, 2) तुल्य हो *७,व : _.. : (8 ७५) ४-०३ ८ 


7 [4०% (ई“5#*2) 


! 3/2+7० (7/श4% गये लि 

तथा (5, ») (277) | | 2-४ ० (टिका रा 7 । ( ९५ ! । )| 
१-१ कक 
का ४ ' “7१ ४ 2४ 5 


]:... 
[7० 8 ( न )| 
खा ए 20४ 2 
रा मर जजजिजडिलणणनणाणा + ५०(७, 7) - 2४ , ८०४ , ८४ . 4/, 
हो ॥ 8 5 


है 2 
[॥-24% (-#+#) 


न्‍्+0 क्योंकि :<0, 7<0 


(2-2 0 9 >>) ॥ | 


पर ४ 
तो 8७ ओ 0,। 2 (7४ड?/ंक एड टू] एक 2 | केश - बंध 
क्‍ 0.0 7. | 


7645 4 ; (८/,, ) * के कै 2 नानक 


्र है है 
तुल्य है 0१, ) ह हा 32 कक 


आगे भी, यदि हम हे लें और प्राचलों को थोड़ा बहुत समंजित कर लें तो पठान! का एक प्रमेय प्राप्त 
(रे 
होगा, क्योंकि 
(७, 0)55:57(5), »(४, 0)5:७ (७) 
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5. सम्प्रयोग 


हम कतिपय फलनों के समाकल निरूपण का सम्प्रयोग (2.0) रूप को व्यक्त करने के लिये करेगे 
जिससे उनकी आत्मव्यृत्कमता ज्ञात हो सके 


था /2 6 गम /2 ेु 
() माना कि 7(०, 8) |, | दि भं। 0, 8 झंए ३) . ०0 . 48 


यदि (७, 7) ८, 9) का मेलिन परिवते हो तो 


7! [ ५ 7 [ 5) 
70 १ की कि ओ (5-5) - “(5-5 
'(६, 8) चचप - ठोक & -मफऊ्परः 
4. (टेगा कक "| /9-7० ।( के (हर 
8 8 5) * ४ 5) 
था , 9 . 46 . 66... (5-) 
माना कि 5, 9) 557%(०0) - २७/(०) जिससे कि 


«० 7९ +ह) -78+ ६ 


(७, 7) +२ कह 
7/2 58 एस 7 ) 
ह) (5 5 + ) ला ( ठ 7577 
तो (5') से 
सात नि म हब 3008 
(4, 2 /2--7० . ॥/2-7० 


| ग्ड्ड 


28/5.7)%& 7 ३97४ 


६ हे (>> हक. २२० कि. हक >--ै 
2 
६२५ 
च्च्क 


(3) जह ता गल्ए गाज] 


>< नननिनननननम न 2० ननन-+भन कनननन++-+++ननमननमन- नमन ननन-+++3५+५७५५५> ० नल नक+५3५+3५५५3>५+क»०मन+-नन»+++++ननभननननानकननन पक ननननीन न न न न ननननननननन- मनन नननन- «+नननननननं न न नाना न न न न ननन न न+न++ मनन ननननकनननन-_-+3+ल मल 
7 | ' 0 ' 7 -+-7-++ (72 ) 
का 9200 कर 


जिससे कि #(», 7)-5:(-७,; -४) 


जहाँ 445, /) 5 है 
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श।थ सम ु 
पुनश्च ०, 05 |... रह भो। 9) - २ भो। 9) | 48 . 4 
ऊ 0 


9 । 4, 090) $ 
००४ हे (ब ऐप (2 (5) ढ़ ०)7/8 (5) 


अतः हमें प्राप्त होगा: 


दाद ह। 5) है (2) 
4 77/2 ठ/ 77]/2 ठ 
मा ।82, 94|2 : -- : ॥70/2-|4, 3/4, 80/443/4 » 34 १ छा] 2-7/4, 3/4 ॥8] /2+7/4 ४ 8/4& 


ध्ज र्‌ 2 5 ह कल हर हि # 7 ५ है ह है 9 व , ”्पू ५ है ॥ #। है 


१ ७7. 
(2) माना कि 7०, 5 | (७०७ 90) - %६ - क) 


यदि (5, ।) /& ,9) का मेलिन परिवरते हो तो 


" [मं ) 7 5 
4(4+-2% मर ' ३ 3) 


मा । | क्‍ द 
(६, 0)5- गए + (४, 7) - 7 डर ; 2 " 
0०):-4, /07)<:] 


दा , 87. दए ले! 


मात्रा कि /७, 9)७०६(७) २७7(०) “१ (2) गंवा (0) “०)->-३, (०)>>- हि 








तो 
५७४ का 6 6 
72 ].. [उश्कक [उक्त 3 7 ४ ( “जा ) न 5) 
4) 7 मम इक गा 

5 
7/(]- 20) #/ 2) /# (7. की काव्य 
7 ( [-+ 9) । (] +5) (्क्र+! ) (४ [+>/ 2 45) 7 (] ।2) 
मम आम | हि इक । पे | व प 

(9) द 3) 9] 


>(&(8, 7) - ३ , 677 & 
 . 7-5) 75) 7(-9)7(-5) 
259 3 [हिकय ( 9-- के ३ ( 0 ओर | 
। (5-5) ज] रा न) 
जज कर कट 
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स्पष्ट है कि £(5, /)5-४(] --७, !-॥४). 


फ (2 9 (7१ [३२ _ /ध> धर 89 89 
और भो 795) | 6 ड़) रस [5 )- २ (9) - रास 4) %० 


किक ८. 58 00 धर 9 2 
"के टिक टिलल हि) खलक 2)॥ 


इस प्रकार 


प्0 (2 2 
कट (का ह ४53473+7 | 


ध6 #5० #350 थे /' 
2 . का जि 
47(|3, ४॥3 ८ >++ : ण्य 4, ए+3[45 34, 3/4: 3/4, 5/4 ; 0[+7/4, 27+3/4, 3/4, 3/4. 3/4, 5/4 
८४8, 8 ६ ++ $ 2, 39 73 /- 7 १ 4, 3, «57, 3« १. 
ट। 9 9 


इसी प्रकार हम अन्य उदाहरण प्राप्त कर सकते हैं जिसमें /£, 3) को 
() अणः छल 8,(७) # (9) 

(0) 7? . जय #(७) . ४ (9) 

() 7 एण , ००(७) - २,(७) 

(9) 2० छग शी। ऊ | भंत्र 9 २००0 - २०(०): 


मानना होगा । 
निदंश 


. चतुर्वेदी, के० के० तथा गोयल, ए० एन०, इण्डियन जनें० प्योर ऐप्ला० सेय०, 972, 3, 35 7-60 
एडल्पी, ए०, 780698 0 कालह्टादाों पी&70807758, भाग ॥, भाग तर, मेक ग्राहिल, 954 


फाक्स, सी ०, ट्रांज ० असे० संथ० सोसा०, 96, 395-429 


बिक (कर 


पठान, एम० ए०, यूनि० राजस्थान स्टडीज इन सेथ०, 5-28 


5. बादसन, जी० एन०, प॥०णए एी 86556 एप्राणांणा$, द्वितीय संस्करण (केस्ब्रिज), 958 


४१]7979 7997757950 
0 7075370[]37 7?937॥776 2 
विज्ञान परिषद अनुसन्धान पत्रिका 


४०।. 20 क्‍ . 0८0०७४७ । भ्र7 ३०. 4 

















पग॥6 २ि४5७३।८॥ ।00७7॥3| ०६९ ॥096] 35८670८6 /४ध८३०९८॥॥ 
0वाभा3 २४:834, चिंशीभाआओं 03एश2 ४782, /9036, ॥49. 


[0. 


]. 


2. 


3. 


4. 


विषय-सची 


3प्र-परिवते के कुछ गुण 


एल्यूसिनियम एवं सेन्डेलिक अम्ल के सवर्गोय 
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माइक्सनर के सूत्र के सम्बन्ध सें 


सार्वोक्ृृत बहुपद /९,(०८, 9») के लिये परिमित 
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3प-परिवतं के कुछ गण 


सी० के० शर्मा 
गरियत विभाग, एस० एस० एल० टी०, पी० वी० एम०, परसिया 
| प्राप्त--फरवरी 9, 976 ] 


सारांश 
370४'घ2८ 


प्रस्तुत प्रपत्र में शर्मा द्वारा प्रचलित 3.9-परिवर्त के नाम से ज्ञात सार्वीकृत समाकल परिवतत के 
कतिपय गुण दिये गये हैं। इसके पश्चात्‌ इसके लिये परिवतें युग्मों की सूची दी गई है । 


(छांग्रा छाणूशां28 एण श6 उप्र-फ्क्राईकिा, 327 ० 0, फू, गाब्रात93, 26ए)थाएगला 
34४76790705, 9. 8. 4... १, 0. ५. १॥.. ?9289. 


॥7 (6 76567 03707 ०श770 9709७765 67 2थाद्ाब260 ाच्शाओ एथ्यार्श0णाएण काठ 
435 उम्र-/थार४्श 07 )046%66 95प् छाक्ा08 09796 5600 शाप, पफक्रश्वीश' 3 8 0 तध5- 
ईण छथाए$ [ण 8 उफ्ा-ताक्या४ई 077 09858 06९० 9709060. 


. भूमिका 


शर्मा) ने एक नवीन समाकल परिवततें की परिभाषा निम्न प्रकार से की है : 


09० | एके7 महा गण 6० 2 ७,8)। 


२ै4+7, 


३८ श्र, ० [4(920” (447५ ०५, ) । फट ०(2(2-४ 


(८५८, )च) 
(30 30), (80, 0 ) 9 »)| / ०) हल 


(४७ 
(") 
बशतें कि ०>0, ०'>0, ७0 50, 8<7?(9//80)<9, 87 </(80//80)<6*, | छा8 ०7१ |<<इशैा 
(00), | भाष्ठ 4727 [<वुमेन(0/ 0) तथा | आड <४/ |[< ते जा >0), जहां 


(०५, १०] _ | 0( |» |” ) यदि » लघु हो 
(4,, 904 ५0( | ४|१” ) यदि > दीघे हो 








7 


छत | ०7४ 





4? । 
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0 न्याय ?(4;/9)) (5०१, 2, ...,. ), 


84 बला95 /९ [ 0 ४ ) 


कं के 
जल 2 जन 2 १9+ < आह 9॥:>0, 4३55 2 9- < १४-0० 


9-+-॥, 
तथा इसी प्रकार 8, 8, 2, 4, एवं 8'. 8', 3, 4५ प्रथम दो म-फलतों के लिये ग्राये हैं । 
१(9) को हम /(9 का 3.्-परिवतते कह कर पुकारेंगे और (-0) को केवल $(79) 5-3 0] 
द्वारा ब्यक्त करेंगे । (-2) 


प्राचलों को विशिष्ट मान प्रदान करने पर (-) से प्रदर्शित समाकल प्रायः लेप्लास, हँकेल तथा 
फूरियर परिवते के समस्त विख्यात सार्वीकरणों में समानीत हो जाता हैं। पहले हम इस नवीन 3फ्र-परि- 
वर्त (-) के कुछ गुण और फिर (।-) के परिवत युग्मों की सूची देंगे । 


४ गुण + 
यदि 4/(7)553[ /॥(०:)](/5-, 2, ..., /!?) 
तो. 2८#(9)-5# | 2 ०,/०० |, (2-) 


जहाँ 2,(<7<क) सम्मिश्र संख्यायें हैं । #% के सान्‍त होने पर फल नगण्य होता है किन्तु यदि # श्रनन्त 
हो तो (2.) निम्नलिखित प्रतिबन्धों के अन्तगंत वध होगा 


(ध) <४ ८,/। ,(2) परिबद्ध अन्तराल 0&»<#(#:>0) में अभिसरण करता है तथा 


(90) या तो समाकल ५ (20 प्क्ना हर थ [०(#०0% ॥ हा | 


ख्रका ०(49.५ ०, ) ४ 
2., 0+7. | 4(/72) (8, 80) (#8,,, 80 |! 5, ० । 2(720' 


(0५५ ११४ ) 


की (2, 30, 07700 


थ्ंट 











(८५ ०९) 
(2७ /0),(29: /30) 








27+-7. | 


अथवा भ्रेणी 2 (खा | ०(722)7 
7 


44०4, 2 


वह [कवर । 


(2) 





(“4 ॥, ८५7, ) तह , 
(328/,8,, 80)| *ं» ४ १४:७४ 





हो 








श्रभिसारी है । 


उदाहरण 7 


(--)/( -- ७॥ 
माना कि // (2) ज़क- ता हे पं: 
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प्र ४ _(-)7( पक 
2, (४) हे -_+ेज्त् 7 तप 
0 + आग व, 


परिभाषित है। तो समाकल 


जहाँ सार्वीक्ृत लागेर बहुपद है जो अनुण संख्या £ के लिये 


|2)+ 3 


ऐप (#>)77 शव, 4४० | 4(9%) ९ 





(ध, ०५) | 
(80५ 80); (84५ | 








ख+3, ७ । (75% ४) हल (८०५ 9४) 
><मा, (+ [4(४०0) (8, 8"), (80, #' | की [०४०० हि (४, &) | पड 


77: ॥7: 
(--)70/८-१/#६ | 7(8/--8/9,077 7 - 6&+ ण//) 
ता नि 








6 ! 
50 हि 7" 7 ॥! 
४ # | 2 , ॥ (4 ह्न 0।- 8277) 8 4 (ध।-- ०//2/2) 
चाएकर् यानी ओ 
724+8+7, ४ 
कं 0, टन न 3 


का (49.० 3)(--4,-// 0० 39), (4अ+फ अक)ह "० (42७ ०:४2) | ०2) 
057 55 (20,820), (9 ॥05 3 ॥),(/ कप ८५--/८ १.० /०१४), (कार ह+व): *+* ५00५ 80) 


का प्रयोग करने पर जहाँ 


शर्म 





80--/) |, 
27 _२ कुक » 2 न्२9--०/#९; 
0 


बशर्ते कि ०, ०" ७0, 72(७-+-०2॥/१--००2॥/869+ ७० )-0, | धा8 477 |[<उुने॥(+->0), | धा8 4 
20%" | < 32 *(२ 70) तथा | दा8 ८०४ |< के गे 0); जो प्रथम 7-फलन के हेतु घात श्रेणी 


फॉर 2 ० (4; ०१) 
8, (4 (व (80: (0):(845 का 


77 / (4 
(-)7 | घ ४ (8; -/0//) पा +(।--८।-+<८( /,) 
गे के 





4८7? 2००”, (23) 





हु&०। | 
| ० | 
॥ 48 


5 कक [ 
९ +#! 37 70-28/+.8]9,) 2 2(४४-०४०,) 
_च्या++ 


उच्या+] 
का प्रयोग करने से प्राप्त होती है और फिर गुप्ता तथा जैन) के समाकल को व्यवहृत करने पर 
_ (-7(+/७) __ 
४/(0) 5] कू-ते 6 ++फ; कक 


77 
(-7ब//८-९॥४ ४ 7(७/-8॥७४0 / 7(-०/+०॥/#0 
च हि 








ञ्र 
रँ ५ 
हत0.. # १कृकए वि वत-श+शिक्रे 7 र्ा-०४४७) 
अचकी च्यानाई 
॥/+& है, औोनर्य 44 
रे 773, (९+छ+र ््ा। 

(4७५ ०. ४): -ध, --/2[( 0,,, ० |४ 0.) (4 ४+5 6 क+व)> बऊ5ड (447, ० १.) | (2*4) 
80, 80),(825%5 8 ॥७)५ ( ८४7 2/७ १० /[० 25 (जी॥+ार्जी ए+7): ०४ ७:8 (80, 80) 
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जहाँ 2// न्‍त कि » 2 कसा -न-/7०/2/7 
0 


बशतें कि ०, ० ;०>0, 7श०-०७७/१०)+०(४6/80+॥“/]>0, सद[-न2+गी+०/ न पी १<0, 
। बा 47 | <उमेश(2>0), | शाह 47% |< पुरे त्र(/००0) तथा | शा8 476 | <$)/ (१ 0). 
अत: सान्‍त दशा के लिये उपर्युक्त गुणों के बल भर 


( 9 ०) | 
(80 80) (84५ 80) 


व 


सी ०0+॥ [40020 





[00 एण का [वए 





( 2.) | 
(80, 9 0) (80, 80) 


>्म् ) [०४२०० (८५७ ००४८. आर | 260०] 





77+7 . ॥॥ 


रा हम | 4(/22) 





(40, ०५) ] 
(80, /80),(१% 24) 


(८५५ | ग कु ९+(/2) 


ब्क (4 ») नम | ० 2[१(४०७४ (४,,) 


॥ 30203 (2000 0)47 00570 00 / 78.5 





(] ही ) (“८ ])/77 ६7//८7? [४ ॥8॥ (8 -/0॥/, /) र्ट्‌्‌ र ( “764) न ०7/2+/) 
/4१/£ ठः हा जा 
/४90 #ब्0 ११०0 


४ (क (६-+) ! ((+क्ी। 7 7(-20/+8/9%0 77 7(॥-०/७७) 


हि 








परिशर है (49५ ०); ([-:40/-/7// 0, ०/(७ 0,),(४ ४+, ० ४+१) (4५५ ० %) 
72०, ए+ब+ा (टग्गए(8,,8/,),(8),, //),([--०४--/४//४ १४ ० (७ १४04 ][+फ / ॥7+)3 । 
(8,,. 90) 
(2-5) 


प्राप्त होता है बशर्ते कि ०, ०, ॥>0, 2[०+०(७७/१0+०(80/80) 4० ]>0, :0८-+-/न ० +॑- 
०१ +(४9)<0, | शाह धए" |<ड्ुते (के >0) तेथा | शाह ८०४ |< 3) ग(» >0), जहाँ 09, 3, ह५ 
8", 8, 2 87, 87, 2” संकेतों का श्रपना यथावत अभिप्राय है । 


उदाहरण 2 
-)7(5७/2)/8+7 
माना कि +(०) 7 कुठेयवाठाक फिय गे कयायआ् +0(०--):09, 
द ५० (--)7(&/2)77/6/+7 
जहां & 6 (2) स्तर ८. । ] ४ (+ कि 32)76-7#+-3/2) (० न ] ) >> 0, 


9? कोटि का स्टूव फलन है । 
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समाकल (2:2) का व्यवहार करने पर 


न) 


४/(2)ल्‍ (ह्ुडाकब्मज़्त्य गछाहपफयञाऊ 


। 777 2) 
(7 भर काली कर पा 7(0-१४० 7 7(- ० + ०७१) 
ण्ठ ते त 


श् 
77550 ह (्‌ ९ 
हु बा 2((-2-+8/90) / 7(६-०॥४९) 
च्याकरे है (आर 
का क+&का, अफी[ 4 । 
&#2 0, (+प+ न््यि 


(49५ ० .४)2(7 थं,, -/2//४ 0, ०7 /, 0,),(4 0-१५ 0. ए+)+ ++* ७ (4,, «४; ) | (2*6) 
(80, 0)9(.// 2४) लत 205 ० /|७ %४)५ (2 +5 / 7 +3)5 डर 5 (80, 80) । 


जहाँ 2#7(9 नी एन 27 +)/9, /४१ ८ का 3 2 २, /॥/३ 
0 


बशते कि ०, ०, ०0, /(०--४--।--०(8॥/80) + ०(80/8/)--/००  ]>0, 2(०७--०१+-०/१ -+- ४ )2<0, 
| क्षा8 477 | <कोेश(2>0), | शाह 477 | < ३2 0) तथा | शड्ट ८7४ | बुरे ग(  >0). 


अब उपयु कक्‍त नियम को सान्‍्त दशा के लिये सम्प्रयुक्त करने पर 





०० -. प्र, 77+4, 8 ० (५७ ०0) 
हि (72) (2४) य्‌ (्‌+ (० (72) (8५, 0,005 ४०0] 
+, जो (44 व ) 
हा (का [407० (80. 8/0,(20, 80) | 





>< हु रे [०४०७० 





(८:७५ 0 धअ 
नल 37 

0 व ० 
०... ७... (--)+/7 ६0% क-//फिनय 2० 


बह 2, जाओ क्रछमज्क्यअछाय/यआ>) 


7 7-0-भक् रत -बाकब्य०) 
जय | 








7५ 

५ । 7! 

 7_7ह0-898+8|90) 7 ४ (4 ॥--०।/४९) 
ये उच्यानाई: 


लए 





स्परराडायः अं 4 (40५० 8)+( “40-72 (४०५ ०४ | ७99) (48 +व9 0 का) ७ ५०१) | 
हो 0234 हग (80,8 0), (805५ | ॥):(7 ् ८४-/ भ्फ ०(॥0/ की अस्प है. 0] 
न ह 


(2-7) 


| ह मै 
जहाँ (#न२(2-+-? +-27/-+-)//७ लक का 2 » 2 न्‍्म0/7/27? 
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बशर्ते कि ०, ०, ७०0, /([०--४#+-+०१॥/०)+०(20//80)-+-॥9 ']>0: #&(७--०१--०/ + ७8”) 
<<0, | धा8 477 | <उमेग(2>0), | भा 497 [<३) (३०0) तथा | 8 ८०४ | देते शी >0). 


गुणा 7 : 
यदि... 40053) 
तो. ;९७/७-अआ#एश), (2-8) 
जहाँ & कोई अशन्‍्य सम्मिश्र संख्या है । 
गुण वा : 
यदि. (७)च-3मा[ 700], 


(-. 704८-१7 7९0/-0,)/7९- ८ +- ०0) 
वो. #80७)%+पक्0 2 टप्पू क्‍्् ता 
4 का ब्ध्यि 


उल्फाकज 


है 2/॥ 4 रा ( | 7! | 
4 70-68 ७,) 7 7(- 4, + ०५००२ 7(४४+%०) 44 (4-००-१४४ ) 
3, ध्थ्य ग्र्प्जा द््प्य 





9८ 
7 ग6त-;-/9,)0, 7 7(4-० को 2 72(-4॥-%७) 2/ 7(८४+३॥०) 
या 
| 2-7 /(>) 45, (2-9) 
2] 
! / पी 5 / 7) 
यदि. /2(०-#न०/४+०//)/४/७ जहाँ. +₹5 बा) तथा /2//₹5 नम | 


0 
बशर्ते कि 6) समाकल ॥ 277 /७0 ८७ तथा हे 7 $(20 4: पूर्णतया अभिसारी हैं (जहाँ ॥६--८/ 
बज, ू9<7< 5): 
(४) /(0 बिन्दु ४-४, 77>0 के आसपास परिबद्ध विचरण वाला है । 
(0) /005-0(%/४7), 2(».) 0, लघू » के लिये 
 --0(८7/७०), 7९(७)>0, दीर्घ ४ के लिये 


(9) ०8+#०| नी <6-/9)<० :(80/800+० :0580/85५)+॥*, | शड्ठ 4४7 [< ३३४ 
(0>> ०), | धा8 4७० [€<३)३४() ००0) तथा | आ४ ८४४ | < ३3) ()>>0), 
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उपपत्ति : 


पहले (2-3) की सहायता से प्रथम दो 77-फलनों का श्रेणी प्रसार लिखकर समाकलन तथा संकलन 
का क्रम परस्पर विनिमय करके अन्त में ज्ञात फल 


श् | 
7-०७) 7 7(-०४-0)) 
| न] फ् 2 | न 3 
0 


पा मा] ह ही 
(80, /9 ) प 7([--8/-/0) / 7(७/+०/) 


७77+5 





८-०, (2-0) 


की सहायता से आन्तरिक सभकलन का मान ज्ञात करने पर हमें (2.9) मिलता है । 
उद्हरण 
माना कि /(:0)5-०7१/१४ क्र, ,४7(०0) 


((-]) में /») के लिये तथा प्रथम दो 2-फलनों के लिये श्रेणी प्रतार के लिये मान रखने और 
समाकलन तथा संकलन के क्रम का परिवर्तेत करने पर 


4(/) ८८/2/2 (27+ 0०0,+0/0,,/--7 ४ रन 0/2,+ 07 0/ एा€7३/% एफ; (७) 





सह ०७०0४ 20 ७, (वा) 
| ० (07), (2047 > 
न 2 00 हे ठ 0 हे 0 हे 


77 7(8/-8/2 27 7(-४/+०)/,) 
जम 22 


४ 7(!-8/-+89) 77 7(४/-८;/७) 


7077+ 


१4 34 
2(8/-8]0%0  70-4/+०१/४९ 
च्वि रु 





तथा है जन ट्प द 


&ई 


बशरतें कि ०, ०", (:>0, 7([०--३--॥#४ + ०(200/20)+०(20/80) +/० |] >0, 8<#१(80/80) < 
8 <+ (20/8'0)<0 . 


श्रब ज्ञात समाकल [ गुप्ता तथा जेन/! की विशिष्ट दशा | 


(ध + 0, | 72,:+ 
५ 8) थे; 7५.3, कि] [# 


॥77, ऐ बक ल ० (६ ०),(६५५ | ॥॒ 
45 24) “72५ ९.2 


| >गणय7 €7/७छ ॥ (0) शत ४ 
0 
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जहाँ ०००0, 2(७--/७--३--०७):०0 तथा | 8 2 [<ईनेश(२0-०७); 





(3३--/2-7०/०/--०/४/४-८7१7, ॥०)+ (८४७ हा 





५2063 (4५, %):(४:---? ८ ००४--०//५ (०) 
(2-3) 
8 2) हैं 
जहाँ किट नशा लत कट 72 , # तथा 7” (2:]) से प्राप्त किये जाते हैं; 


बशते कि ०, ०, ७0, #७7:#7+३+ ०(०७//१) +०(80/8/0)-+/०/]>0, | क्रा8 ००१ | < उनेश 
(2>0), | क्षाह 477 [| उुगमे (309) तथा | आह ८०7४ [<$४ (३ >0). 


अब (2-9) के बाम पक्ष में 


| 7-#6(79)%5--77' [ गधनगतवलरिक पड | 


7-2, 0+. 





(3--/2-7०/-/-- ०(/2//::774, /४) 8] 
(ध,,0) (#:4 277 090/2/7"० /2//५ |) 
(2"4) 


बशर्त कि पदश: समाकलन विहित हो । 


(2-4) में फल (2:0) का सम्प्रयोग करने पर 


7 7धध+0०) 77 7(-८०-३७॥०)7(३-:७), +-।०) 
६ 8460 अब + पी 2 
8 नल करन नम नस्ल नस पट टली टल्‍म नल लक) 
7 7(-4;--8,०0) 7/ 7(८४--१४०)7२(।--7८ +# 
का ( | 77 ०]/2 कक ( (7 १0// )7५ 7 //८) 


90 /) 
जहाँ 2+कत कर 2 2 तथा ०(55(००/--०(०//+/४-/)/७ 


(2:9) का दाहिना पक्ष 


ः 
_47 ८४ 77 7(८+ ००) 7 7(--०-१॥०) 
च् म्स्ज् 59 
पूनपिक्‍यय नअयणियक.-+प+++ऊई हम -7€०१/<» छः ६37 3९००) 45 
व. 7(0-4|- 9 >) 27 7(८४/+१)०) 
सु फि चडुताए 
कै 7" हि 
#7 ८१ 7 7(4,+0,०)7/ 7'((-- ०: -»|७)7४४:/४#7 + ३) 
न ॥ म्म्ण, 
मल मकर की... अमन शक के 70 अल रत मत कल किक कटनी की अर का अति (2-6) 
[2 [2 
७. 27 7ग6त-०/-9७) 77 7(८+9०)70:-7४+॥) 
चेक) 20208 


जो (2-9) के बाम पक्ष के तुल्य है। इससे गण ॥]] की पुष्टि हुई । 
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गुण ॥9 : द 
यदि. 5 %00-3का 600] वा 5 ४५० ॥00)॥ 
जहाँ ॥६ तथा /;,(४) संतत हैं यदि &>0, तो | 
। है 0) (40० [. + &(0 400 #: (2-77) 
'बशर्ते कि (2-]7) के दोनों समाकल॑ पृर्णतया ऑॉमवार्स हैं । 


उपपरत्ति 


[5 00%) कर (ह[७०/न का ०७०० 


(0+7 


(८/, ०) ] 
(20५ 90),(8% 4) 


(८६ $ ४४) । | ] | 
(६५, 9.) | /(७) 45%, हा “४(2) १९० 


(६/, ०) | 
(80, /0),(84» 3५) 


हा 5 (४) ०0०९ 





/4+7, .४ ॥ 
सा, [4(90० 





(4, ०१.) है 
(8 8, (७७, ४५) | “ं०४[०४०)१ 


+ | >700 [+ | 007 मा [ ००००" 


(49 ५०%) पड 
(80,880), (5,,, 8/)| हा ०० |7(720/ 








खा, मर 


2 हैं: ९.3 [4(270" 








+ | ३7॥00 $५९०) ०5, 
0 
बशते कि समाकलन के क्रम में परिवर्तत विहित हो । 
इस प्रकार उपयुक्त फल सिद्ध होता है बशतें कि सब्चिहित समाकल पूर्णतया अ्रभिसारी हो । 


गण ए : 


यदि ऊ 8(9)-3मा[ (0), 


तो. (जणेक्क-अ [को (2-8) 
बशतें कि समाकलों का अस्तित्व हो । क्‍ 

उपपत्ति 

गुण ह के अनुसार $(9) 57 - उम्र[ 0], 
अत: $(9/7)5% - उम्र[/(४20), 


3.7 2. 
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तो (६8७0० [६ 0७१२ का 80,089... 
"मा 0 [400 7 को | ता ८०2०७ १० | /#0 4४ | ॥। 
? [५ पथीण मात [१02 (0 80,6,:80/ ६ %० [7४९ (89७७, ४० | 
>मर्य[ १7०0४ गा ] | ॥ 852, 4४ | ... (239) 





बशर्ते कि समाकलन के क्रम में परिवर्तत विहित हो । 


यदि (2:9) के बाम पक्ष में 75//: रखें तो इससे (2:8) का बाम पक्ष भ्राप्त होता है । 


/77४/४ लेने पर | 7 72) 4४४ समाकल /(४) ०४ में समानीत हो जाता है श्र इस तरह से' 
(2-9) का दाहिना पक्ष (2:8) के दाहिने पक्ष में समातीत होता है । 


ग्रा शा: 
यदि ९०) -उम[ 
प््य 7४" | ] 
तो. [500 कतक - 38 | दर) ०४ | (2:20) 
बशततें कि समाकल का पअस्तित्व रहे । 


उपपत्ति 


गुण 7 का पुनः उपयोग करने पर 




















(४५0 बन [7 एकल मादद[१०ण गे रे ह 
बाद [400० (270, 90) ) “० १०४ 7 है] //०0 | 
[७9०० आर [ब्क है 80 ५, 00] 7००७ [4००० ७7 87, /00), 
प्र [१2३०५ गे । | (४20) 47 । 4, (2*24) 


बशतें कि समाकलन के क्रम में परिवर्तत विहित हो । 


3क्त-परिवत के कुछ गुण 30] 


यदि (2-8) प्राप्त करने के लिये वे ही प्रतिस्थापन (2-9) में किये जायेँ तो (2:2) समानीत 
होकर (2:20) प्रदान करेगा । 


ग्रा शा: 
मद अर 8(9)-3म्र[ (0), 


तो. 570) केतक - अर [, २700 ० |. (2:22) 
बशतें कि समाकल का अस्तित्व हो । 


उपर्वत्ति 


इसकी उपपत्ति गुण 74 की उपपत्ति जैसी है। हमें (2:2) में केवल समाकलन की सीमाओं को 
(0, !) से (, ००) में बदलना होगा । 


गुण शात : 

यदि... 5१.5 /एणे, 
तो. 72 कक #(०)5%- अ जकए | (2:23) 
दोनों पक्षों का अ्रस्तित्व हो और वे संतत हों । 

उपपरत्ति 


गुण वा के अनुसार 8(79/7) 5-४ . 3म्ा[ //:2)]. 
दोनों पक्षों को / के प्रति अवकलित करने श्रौर फिर /--] रखने पर हमें (2-23) प्राप्त होता है। 


उपप्रमेय 
गुण शा [ के बारम्बार सम्प्रयोग से हमें 
(-2 कु) #शातक - आ |) 700) (2:24) 
प्राप्त हो सकता है बशर्त कि दोनों पक्षों का अ्रस्तित्व हो और वे संतत हों । 
ग्रप <& : 


यदि > (2-5 /को] तथा ५ ४0300) 
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जहाँ /॥(७) तथा /॥(०0) संतत हैं (४-0) तो 


। कर 42 रु ५40 | 
हा [80050 7]-आ [#%)#0०05%. ००७ 
बशर्तें कि (2:25) के दोनों समाकलों का श्रस्तित्व हो ॥ 


उपपत्ति 


| | $&0040ण 2; 8७) फणेशन मल [०४० 


॥8+7] रह ) प्र ड से | (0५. १५) 
><स, (7 [4(2०0 (80, 8'0),(80,"8/,) | ५० (920/ |(४,, ») 


न | $,(9) ४(2/2) ्ट ; (2"26)' 


बशतें कि समाकलनों के क्रम में परिवर्तत विहित हो । 





(८0५ ०7) ] 
(80,/20),( 8५5 /9) 


(40) 4० | व 





इसी प्रकार से भ्रनुगमन करते हुये 
| ध को 4० | 
उ्त। | #00%00 7|5 |, ४0) %(०७) 7 - (2:27) 
(2-7) में 9//-2 रखने पर हमें (2-26) प्राप्त होता है । 


परिवतते युग्म 


निम्नांकित परिवतं युग्मों में झ्राये संकेत 8, 8, ), 3, #', 2, 97, 87, 2” 3प-परिवर्ते (.) 
में दिये हैं 


720. (05 | (2920?- से ५, [०(2०0" 


8,६+ 7 





(ध[, ०0) ] 
(80, /00) (29, /09) 
(+-7.५ 


रु (+] [4(2%) 7 कर ६] 0) | (८ ४ ८(22)/४ 
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एल्यूसिनियम एवं मेच्डेलिक अम्ल के स्वर्गीय योगिक 
दिनेश चन्द्र रूपेनवार 
प्रयुक्त रसायन अनुभाग, तकनीकी संस्थान, 
बनारस हिन्दू विश्वविद्यलाय, वाराणसी 


[प्राप्त--नवम्बर ]8, 976 | 


सारांश 


जलीय मैंडेलिक अम्ल में नव अवक्षेपित एल्यूमिनियम हाइड्राक्साइड की विलेयता का अध्ययन 
करने से दो जटिल यौगिक प्राप्त हुये जिनकी संरचना का अध्ययन किया गया है । 
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६6 869क्षाबा0णा ती 06 890ए6 706 ४806 ०0776 07 06 7480 5 पर0...37. (00५0: छ. 
(05)065.),. 7%6 प्रा्लाब्ांशा 07 968९ ट9728865 933 926९7 त[8टप5860 . 


साधारणतया एल्यूमिनियम हाइड्राक्साइड जल के । अथवा 3 से संयुक्त होकर दो प्रकार के श्रण 
बनाता है जो क्रमशः प्रा4(0प),] श्रौर प,[5(09),] चूत्रों द्वारा प्रद्शित किये जा सकते हैं। 
रासायनिक साहित्य में उक्त लिखित श्रणुओं के अनेक संजातों का, जो कि वास्तव में 4 और 6 सवर्गी- 
करणांक के जटिल यौभिक हैं, उल्लेख किया गया है। जटिल यौगिक जिनमें कार्बनिक लिगेन्ड के रूप 
में आक्सेलेट, मेलोनेट /?, टार्टरेट 2, सेलिसिलेट 2/ और सि्रेट // प्रयुक्त हुए हैं, बनाये जा चके हैं । 
इधर कुछ वर्षों से ही लिगेन्ड के रूप में मेन्डेलेट ने कई रसायनज्ञों का ध्यान आकर्षित किया है । 
श्रीवास्तव और मनोहर /) ने भोतिकी-रासायनिक श्रध्ययनों से यह प्रदर्शत किया कि एल्यूमिनियम 
मेन्डेलिक अम्ल के साथ तीन कौलेट बनाता है जिनके घातु एवं अम्ल के अनुपात क्रमश: ] : ], | : 2 
और  : 3 हैं। मेहरोत्रा और सहकमियों ४ ने एल्यूमिनियम' आइसो-प्रोपाक्साइड अथवा एल्यूमिनियम 
क्लोराइड की मेन्डेलिक अम्ल से अजल विलायकों में अभिक्रिया से नामल एल्यूमिनियम मंन्डेलेट प्राप्त 
किया । लेखक ने अपने त्रिसंयोजक गेलियम [?, इन्डियम (58 एवं थैलियम १ के मेन्डेलिक अम्ल के 
साथ बने जटिल यौगिकों के संदर्भ में यह आवश्यक समझा कि एल्यूमिनियम-मैन्डेलिक-अम्ल-जल व्यवस्था 
का पुनर्वेक्षिण किया जाये, इसके लिये जलीय मेन्डेलिक अम्ल में नव अवक्षेपित एल्यूमिनियम' हाइड्राक- 
साइड की विलेयता का अध्ययन करने से दो जटिल यौगिक ' प्राप्त हुए जिनकी संरचना का अध्ययन 
किया गया । 


पिछले कुछ वर्षो में मेन्डेलिक अम्ल के जटिल यौगिक (8८॥ 70), ४०४, छलका 0,200] 
(00074, धयएएं आदि घनायनों तथा मालिब्डिक, टंगस्टिक 2०, जर्मेनिक 7”, बेनेडिक /१ एवं 
बोरिक 7४” अम्लों के साथ अ्रध्ययन किये गये हैं । 


प्रयोगात्मक 


प्रस्तुत कार्य में एल्यूमिनियम हाइड्राक्साइड तथा मेन्डेलिक अम्ल की अ्रभिक्रिया का अध्ययन दो 
श्रेणी के प्रयोगों द्वारा किया गया है। प्रथम श्रेणी में ताजे अवक्षेपित किये गये एल्यूमिनियम हाइड्राक्साइड 
को अधिक मात्रा में ।00 मि०ली० मेन्डेलिक अम्ल के जलीय विलयन के साथ, जिनका सांद्रण 0:0/9 
से 0.] ४ के बीच था, 250 मि०्ली० अर्लनमेयर फ्लास्कों में मिलाया गया। दूसरी श्रेणी में जिसमें 
प्रथम श्रेणी के एक रूप प्रतिदर्श थे किन्तु हाइड्राक्साइड की मात्रा को इस प्रकार निर्धारित किया गया कि 
भ्रन्तिम कुछ प्रतिदर्शों में एल्यूमिनियम और मैन्डेलिक भश्रम्ल का अनुपात ] : 3 से कुछ अधिक ही रहे । 
इन सारे मिश्रणों को एक हल्लित्र में कक्ष ताप पर लगभग चौबीस घंटे तक हिलाया गया । तत्पणश्चात्‌ 
प्रत्येक फ्लास्क में से, रूई से मुह बन्द किये पिपेट द्वारा, एक ही मात्रा में श्रशेषमाजक लिया गया और 
उसमें एल्यमिनियम की मात्रा का साधारण अ्राक्सीनेट विधि द्वारा विश्लेषण किया गया। परिणाम 
लेखाचित्र के रूप में चित्र । में प्रस्तुत किये गये हैं । 
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चित्र । में दो वक़ () और () दिखाये गये हैं जो क्रमशः प्रयोग की दो श्रेणियों का प्रतिदर्शन करते 
हैं । इसमें विलेय एल्यूमिनियम की ग्रामाणु प्रति 00 मि० ली० माज्ञा को मेन्डेलिक अम्ल के ग्रामाणु 
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चित्र ! 
सान्द्रण के विरोध में आलेखित किया गया है। वक़ () एक सीधी रेखा है जिसमें धातु और लिगेन्ड का 
प्रनुपात लगातार ] : 2 ही है और जो इस क्षेत्र में सर्गीय यौगिक का रूप प्रदर्शित करता है । 


वक्र (ग) में सीची रेखा अ स ब क्षेत्र प्रदर्शित करती है जिसमें मैन्डेलिक अम्ल की मात्रा कम और 
&(09) का आधिक्य है। वक्र () की ही तरह यह भी एक विलेय यौगिक, जिसमें धातु व लिगेल्ड का 
अनुपात | : 2 है, का बनना प्रदर्शित करता है। बिन्दु ब के बाद वक्र में एकाएक विलेय एल्यूमिनियम 
का भ्रमाव होता है जो कि वक्र (गत) के भाग ब स से प्रदर्शित है। इससे यह भ्रनुमान लगाया जा सकता 
है कि »(7]) का एक बड़ा भाग जो कदाचित एक अविलेय समाक्षारीय मेन्डेलेट बनने में प्रयुक्त होता 
है, विलयन से पृथक हो जाता है। यह भी देखा गया कि इस प्रकार का अवक्षपण बहुत समय तक रखने 
अथवा झ्ोजपूर्वक हिलाने से अधिकाधिक ही होता है । 


विलेय जटिल यौगिक वाले फ्लास्कों के छनित को धीरे-घोरे जल ऊष्मक पर वाष्पन करने से एक 
गाढा द्रव मिला जिसमें एथेनॉल डालने पर एक श्वेत क्रिस्टलीय ठोस प्राप्त हुआ । इस ठोस को छातवकर 
एथेनॉल-जल मिश्रण व ईथर से धोकर हवा में सुखाकर ए ल्यमिनियम एवं मैन्डेलेट 0 का विश्लेषण 


“किया गया । ु 
32 8/-०7*42%; मेन्डेलेट--82.40% ; &,05-05-2% 


0,(8,,0.4 के लिये गरितत &--7-4; मैन्डेलेट --82-:38% ; 9,00-59-88% 
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ऊपर दिया गया अणु सूत्र बरोस एवं वाक॑स / द्वारा बनाये गये एल्यूमिनों सेलिसिलिक अम्ल 
जटिल यौगिक के श्रनुरूप है और प्रयोगात्मक फलों द्वारा सही प्रदर्शित होता है । 


यह जटिल यौगिक पानी में विलेय एथेनॉल में अल्प विलेय किन्तु ईथर, काबेनटेट्राक्लोराइ 
क्लोरोफामं, बेन्जीन इत्यादि में अ्विलिय है। इस यौगिक का निष्कर्षण इसके जलीय घोल से किसी भी 
काबंनिक निष्कर्षक जैसे एथिल ऐसीवेट, ऐमिल ऐसीटेट, ट्राइव्यूटिफासफेट अथवा उच्च श्रेणीय एल्कोहलों 
द्वारा नहीं किया जा सकता | जल में इस यौगिक की विलेयता कुछ तापों पर इस प्रकार है : 


20"0--0:359 ग्राम/400 मसि० ली० 
30९0 -.-0-475 ग्राम/00 मि० ली० 
407८: 0:582 ग्राम/30 मि० ली० 


विलेयता ताप बक्र एक सीधी रेखा आता है जो यह प्रदर्शित करता है कि इन तापों पर यौगिक 
की संरचना में कोई अन्तर नहों है | सही विश्लेषण से यह भी ज्ञात होता है कि यह जटिल योगिक एक 
अ्रम्ल है जिसके सम्पूर्ण उदासीनीकरण के लिये क्षार के दो तुल्यांक लग जाते हैं। इस अम्ल को अधिक 
देर तक ]0"< पर गर्म करने से पानी के दो अण्‌ निकलते हैं । 


एल्यूमिनो सेलिसिलिक अम्ल के अनुरूप इस सवर्गीय यौगिक अम्ल का नामकरण भी एल्यूमिनों 
मेन्डेलिक अम्ल किया जा सकता है और तदनुसार इसकी संरचना भी दी जा सक्ती है : 


हु 0प्त है 
। 
का हब आल 3 
ह 8 मा 8 अज ॥ ली 4 ॥ लेप | 
2), है 5 





कु । 
अब, 0"८ पर गर्म करने का प्रभाव निम्नलिखित समीकरण द्वारा समझाया जा सकता है : 


ब््ि 


/+ 8६ हक कर 
। (2 । (/ ० 0 &, | 
0 ५ 0८ 0 बह 2] 
54 ही. 06 शा ८ #/40 ६५ >#<7<६/४ [2४0 
८०6 | ०6८ | "06. 004 
(20 मजा 
(अ) 


जो ठोस पदार्थ (ब) उक्त लिखित अश्रभिक्रिया से बना उसका विश्लेषण सूत्र त[4(८५७.0.),] से मिलता 
है । यह पदार्थ (ब) सुगमतापूर्वक दो जल श्रणु लेकर फिर मूल षटसवर्गीय यौगिक (अ) में बदल 
जाता है । 


एल्यूमिनियम एवं मैन्‍्डेलिक अम्ल के सवर्गीय यौगिक 5]] 


वक्र (7) के क्षेत्र बस से जो अविलेय पदार्थ मिलता है उसे दूसरी विधियों द्वारा भी बनाया जा 
सकता है जैसे -- 


() &(0प), को अलग से मैन्डेलिक अम्ल के आधिक्य में पाचन करने से एक अविलेय 
क्रिस्टलीय ठोस बच रहता है, और 


(0) एल्यूमिनियम के किसी भी लवण के सान्द्र विलयन मैन्डेलिक अम्ल का सार दिलयन 
डालने से और तत्‌ अमोनियम हाइड्राक्साइड विलयन डालने से फ75--3:5 पर एक क्रिस्टलीय सफेद अवक्षेप 
पृथक हो जाता है । 


विश्लेषण पर यह सिद्ध हुआ कि इस प्रकार प्राप्त किये ठोस पदार्यों का संघटन समाक्षारीय लवण 
से बहुत मिलता जुलता है । 


विश्लेषण द्वारा ७--8-0%, . मैन्डेलेट--87-3% 
(67:5५72 के लिये परिगरित्त ४] 5--787% मैन्डेलिट--87"28%, 


इस समक्षारीय लवण का बनना निम्नलिखित अभिक्रिया द्वारा प्रदशित किया जा सकता है : 


द एकछटम्र(ठप्त)८00._ 
50% | 7(मट७९550800०0---सछ0ए0पत-> >4 (08) + पा 
0(छ,.(फम्/0प)000: 


यह समाक्षारीय लवण जल में पूर्णातया भ्रविलेय है, 260" तक द्रवित नहीं होता और ]0 पर 
कई घंटे तक गर्म करने पर भी इसके भार में कोई परिवतेत नहीं होता है । 


: 3 कीलेट को क्रिस्टलीय रूप में प्राप्त करने के समस्त प्रयास विफल ही रहे | जैसा कि 
श्रीवास्तव एवं मनोहर // की घारणा है कि हो सकता है कि यह स्वर्गीय यौगिक केवल क्षेत्र बस में 
रहता हो किन्तु क्रिस्टलन करने में इसका जल अपघटन निम्न क्रिया द्वारा हो जाता है| 


3८ 


" त 
रा ०! #0 0 
ऋ हे | | 
; (( < >26-</७), | + श/0 ---> की हा 2८.४ ) 
00८ #707.... छत ह 
2 


+[0कक्‍स्‍८८प्र/0प)2000]- 


तत्पए्चात अधिक समय तक रखने अथवा ओजपूर्वक हिलाने से यह षटवर्गाय कीलेट भी अ्रधिक 
आअविलेय समक्षारीय लवण में परिवर्तित हो जाता है । 
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#0 09 900८-८४ (67४) * ८(/ 
हि पे | के ५ ह 

॥2 >> हू ८ * ५६7५ )) जे ॥0-4४ ् क्‍ “४ '+ (20 
#290 006 ह (00८:८४(0४)*८५/४% 


शत 


#ख्च 


+ +अलक 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


मैं प्रोफेसर तेजनारायण श्रीवास्तव, रसायन विभाग, लखनऊ विश्वविद्यालय का आभारी हूँ 
जिन्होंने इस कार्य की विवेचना की एवं प्रोत्साहुन प्रदान किया । 
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लेगेण्ड श्रेणी की प्रबल संकलनीयता 


के० छ्च ० सिश्ना 
गणित विभाग, बनारस हिन्दू विश्वविद्यालय, वाराणसी 


| प्राप्त--मार्च ), 977] 


सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्र में लेगेण्डू श्रेणी की प्रबल संकलनीयता पर एक प्रमेय की स्थापना की गई हैं। इस 
प्रमेय के द्वारा' त्रिवाठी के फल का समन्वय एवं विस्तार होता है । 


30४67 2४ 


()॥ 5700९ डरा 00 ॥3,एशआएवा& इशप९5,. झ397 , . ४9, [0९90877767_. 0 
६॥677805, 3. फ्री. एछ., ४४४७॥॥४४, 


 थीं$5 92396 8 6067 670 ४6 ४7०78 डप्र्णाशबराए 0 ,0860076 52०९४ ॥98 9280॥ 
858.80॥5#608,_ 798 [60767 पगञात65 8700 €ह5/९०॥0$ 38 7657 0० ॥0थ77. 


, साना “2 % दी हुई अनन्त श्रेणी है जिसका आंशिक योगफल का श्रनुक्रम (.५,) है । श्रेणी 
725०0 


४५ योगफल 5 तक चेजारों माध्यों से प्रबलतः संकलनीय घातांक 2 वाली या संकलनीय [2, 2] या संकल- _ 
नीय 7, कहलाती है यदि 


2 (७0--9)*--0(४), (-) 
४50 
माना कि 7४) एक फलन है जो परास [, !] में समाकलनीय (7) है । इस फलन से लेगेण्ड श्रेणी 


“0072 % 2:९0, (-2) 
3. 7 4. 


36 के० एन० मिश्रा 
जहाँ 
८०ह(०+३) (00 2/004% ((:3) 
तथा #,(०८) हवाँ लेगेण्डू बहुपद है । 
हम तिम्नांकित संकेतों का व्यवहार करेंगे : 

५(४/)55/६००४(//--7)) --/ (0०05 ») 

७0) | |8(0| #, 
तथा 

2(7)57९(7)2%/(आ7(% --7)) 


2. फोआ ४ ने लेगेण्डु श्रेणी के लिये स्ंकलनीयता का अध्ययन किया है श्रौर एक फल प्राप्त 
किया है जो फ्रियर श्रेणी के प्रसंग में हार्डी तथा लिठलवुड (४ के संगत है । त्रिपाठी /!! ने भिन्‍न प्रकार 
से लेगेण्ड श्रेणी की प्रबल संकलनीयता के लिये एक नवीन फल प्राप्त किया है । उन्होंने सिद्ध किया है कि 


प्रमेष ै: 
यदि किसी «३ के लिये 
| | /((४-:५)--7६(2८) |4॥ <« | हि! 
हि [6९8 /॥५ 
ज्यों ज्यों ४->0, तो 


| 
क्या (5७(२)--/(२)१५-००(७), (---<€४<:]--«), ८>0 


जहाँ ७,(2) लेगेण्डु श्रेणी का हवाँ आंशिक योगफल व्यक्त करता है । 
प्रस्तुत प्रपत्र का उद्देश्य उपयुक्त प्रमेय का निम्नांकित प्रमेय के रूप में सार्वीकरण करना है । 
प्रमेय : 
यदि किसी />] के लिये 


0 | 
| डिक) 0|०४०००४७ 6)]), 6-0) (2:2) 


|, | (2४-:४) --(०0)| 4४४७० ० ४ | »+ (/->0) (2-3) 


लेगेण्ड श्रेणी की प्रबल संकलनीयता 3]7 


धो 


जहाँ गे, | का ऐसा धन फलन है कि 


() ४ (४)->»0 जैसे जैसे ;->0; 
(0) ४ (7) (पा, हर) समस्वनिक है 
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0) | 7५0 ३-०0) 


/2०-3 


री ््र | (8,00-0०)१-०७) (-+ <<#<+ ८४), «>0, 


3. हमें अपने प्रमेय के लिये निम्भांकित प्रमेयिकाओं की आवश्यकता होगी : 
प्रसेयिका 477 


् (27 --) #2,() 2,(9) --(४-+- ]) [20+ (४) ८ ॥ ८) ८४ (9) 2५% स्प््स् (9) 2५.५ (2०) (3.) 
9-0 खिल 


प्रमेयिका 27 
8,००४ 9 , | कहा १ अए+99-4|7 0७): (3-2) 
प्रसेयिका 372 
प्रमेय के प्रतिबन्ध के अन्तर्गत 
०0) [_ [#००४७- 0) ८7००७ ३)।8/-0(2 00] ज्यों ज्यों २0: 
जहाँ #-२००8 %, &-+ ४०००४ % तेथा »--% 57. 
प्रमेथिका की उपपत्ति फोआ £! के अनुसार होगी । 
प्रसेयिका 46: 


बदि.... |. |$(0)|4॥०-०(), ज्यों ज्यों +२० 


के. ४0) ७ ४० %.०७), 


75॥ 7-5 ह। 


त्तथा हा [&(7)| । धरा | गा //// (2). 


ना 


3]8 के० एन० सिश्रा 
4 प्रभ्ेय की उपपत्ति 


श्रेणी (:2) का रवाँ आंशिक ग्रोग, प्रमेयिका ! के अन्‌ सार, 
7 
9>»(०८) हल 4६ 2॥(०), 


(४-+-) द् ४) [2, (०) 7?,..4 जग जा जद (2) /+ (४ “)] । 
/४)--। रखने पर यह देखा जाता है कि 


(7-० ) [77 [/0, (2) ?..] (४)- 2. (७) 2 (:४)] 42 
9 2 


श्रतट:. 00 -ाकिन जि | एज)-ाओ धमाल श्धापण प् 4 


हम एक धन संख्या » लेते हैं जो इकाई से कम है। इसे दो धन' संख्यात्रों / तथा £ के योग के 
तुल्य मानते हैं कि |«-- ६-७. 


माना कि 4 एक अन्य धन संख्या है जिससे कि 0<4<,» तथा /> तथा /४(--, ) के मध्य 


» के दो संतत फलन हैं जो 4€|८४<& ७, 45 /४/< ७ सीमाओं के अन्तर्गत स्थित हैं| तब --] -।. ४ «| 
के लिये 
3,/(०0-/)5-४,(०)+2(0 +८,(४) के साथ ही 
"05 (.... 9(0५ ») (५ २१40, 
9न- | (&४+//< द 


?(>) (७, 2) 8४(5, >74: 


+ न 
८,0०० 2 |,» ४0६ ») 80५ ४१%, 


(०, ४)5/(४)-/(०). 


2, (०) /,.., (४)-२,.. (४) 2,(2) 


9 ४ )कघ- 
तथा 89(०, 27) पक अल 


हाब्सन /! ने दिखलाया है कि -----5<€£< ]--& के लिये समान रूप से 


। 4,(७)+-॥7 ८,(४)--०0 
प्र ४०-२० 
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अब हम कल्पना करते हैं कि 
>४>२०008 », >:(>+०08 »/, 0<: »%द था, 
0<% < क, [--६5८5००83 2, [--(/४-+६) ८ [---७-८००४(०--५) 
0</»<क्र/2, 0<:+%, 9-7 <#/2. 
तो यदि ५ 
[00 208 ४-क्ष० 00/(४-+- ७)] (--], !-- ५), में ४ के लिये 
के न्यूनतम को व्यक्त करें तो सेनसोन / के श्रनुसरण करने पर 
५५(०)-/ (०) 5०8,,(००$ 9) 
सी । हा 


»>-ग 


ठ ९(५,०) 809५ 9) शत 2 497 
जिसमें 
९१, »)>/१००४ »)-/(००४ 9) 
0) -- "(०08 9) /9+(०08 9) “7 ०+(०05 )) 29(००5 » )। 
008 #--005$ % 


2 7&€%/& श- (2-7), 0<%&:4 


& 9 ( # ५ # ५ 


प्रमेयिका 2 के उपयोग करने तथा जीगो /7 का अनुसरण करने पर 4८७---0 के लिये, कुछ 
सरलीकरण के उपरान्त 


१] ह > | __., 


अलती- । 


_०08(7-+-) (१-+% )) 
आए 5(५»+-%?) 
अं [हि ९५", 9) ९८(आ7 (० )) 
»-भ 8॥ 5(१-+% ) 


+ग)8 
(००४((७--) (»+9»))4./+9() 


अतः »--%“--४ रखने पर तथा /#4/४7 9) को ऊ# द्वारा व्यक्त करने पर 





500 --च्स 20) भए0+ )/ 5 (४0(/ 70) (६ 


0 भा 3४ 


० 


चूकि ५/(४7(५ -- 7)6/ 





| था 69(8) 30(7०--)४ 


8 


ध् 2(7+)|$0)|० 
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चकि 


अतः 


अतः 


के० एन० भिश्रा 
"० 
+(() 


%60)-07४ ()]>%४)-0(7) तथा श्रमेयिका 3 के सम्प्रयोग से 


७, (४) --7(20 -- अप ॥ हे (7) ॥॥(9 + )/ १/ (॥॥(%/--४) ) 4/ -+0(]). 


शा कु 


न्य्का। 4) आा0-+ )/%/ (एज 9-४)) #+0(0) 


नत्श्म्| ह॒ । ह (7० --)/ 4/--0() 


(१४ 


;(7)5-4/ (४॥(/-7)) 00) अतः (४(४)|< |४(४0) 


2 (5,00-700) 


-+ 4.72 |. ॥ कम 87(7-- )/ ४7(7-+-। )४|०४ ८॥४-- (2४) 
ण्र्ल्व्य्‌ । 


४7 7 * ४8 


न+24ग १ के | प (४) क (2, [008(५-+ ) (४ +- /)| -“[008(7-+-4) (४--7))]4४/ (४ 


27 हैं 





के 7. ३४४(४) ० (४४) 87(7-+ 59) (४४ 4- /) | 
--- 2 772 (2 2.25 ला ॥ आल आह 
न52. 7 (पा हे "अुक ॥ 9 003(४-+-7) [८४ धच 


2 [7 7२६67) ४(४) | आं॥(४-- 3) (४-7 
प्थ्णा| | कह 5 कप बज 


2 शा $ (४-7) 7%०४(४-) ४४ (४ 


7732. /773 


+0०(४) 


_गफ्श। ४७४) ५ [ ० 09) भए((+) (४४) 


ा 4... (;४-- ४) 


+ (2४) 


नत-रर्न-00) (4*) 
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अब ४५च३27१* ॥ य ४४ १00 भंण(एत 0 2 
गये. *ै बा (4४--४) 


__2 पा [. (४) रो | | हम हि |] हल 80((# जाऊं शा ) रस /)| है, 


तक श्कश क् | 8 ॥((४) ४ं9((8-+ [) (४-४) गर। 


877. ४४ (४-7 


फंथ्सश व ०४, गज बी 7)) प्र 


0) #. ४00 आंप७+॥) (४-/)) 


.-++33त...3-न+--न नमन. पमनननमथमन+...फ्रनननननंकननननननानमनननन_-_-न-नभ। 


##4 पु 4 (६४ 





(४) ग । (/(४) ( । | 877[(४--) (४४--)) हा 


3. 877... ४ ((४--2 ) 


का 2 


व ( 
४000 & [0० &] 


| 
447: | 
| 


४ ) 
4/7* न 870 --) (४-7)) 4४ 


49 [, ) धरा | [डे ) जज +-00) प्रमेथिका 4 के उत्तरार्ड्ध से 
प्रमेयिका 3 के द्वारा तथा प्रमेय की परिकल्पना से 

रे (/(०४) रात धन ० | (४४) ४४ | 

++()[#7 2*(/)] 


अतः ता ०! | पी गा ()| -+0०(0४7) 
3८ 000०0) | पे ०९ %(/) कण 4४| 
-- 00) | १४५३) ै रा, --000 | जी ले ज 4४] 


+०ण[[, १०३४०] 
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५ "3 57 7४५, )ेह 
+7(2(४) (6 | कि ०709 | | सर कम ्ट 4/| 
/ 


१ ि | ; 
+ 00) | | कक ४४| 
/7४7 


“000 [४७ | _,+०00 [[_, ३ क् 0४४७) ४| 


70०92 | | > रह) 4४ | 
-- 060 द (4-2) 


प्रमेय की परिकल्पना (7) तथा (४) से क्योंकि 0४(/) समस्वनिक है अत: इसका /भ्रवकल गुणांक 
स्थिर चिन्ह वाला है । 


इसी प्रकार ४4४४१ ४(४) | (४) | के प्राय ;|भण[(० |) (४ +#7)) 4४ 
नत44प्र* | 2, का 2०0) झा -+-) (;-+-7)) ६४ 


--८(/7४ | ५(४) रे | 4(४) 8]7((४ -+-) (४-+-)| 0 





कु /ओ (//-- |) 
१/॥ | | ह "१ है । ' 
पर [374#म५ | छा हे डे | # ८ 2 40--4 4 । च क हर |, ““] जा ध् 6 


। 7. [९ 
अत: शत ० गे का ध्क कक 4५ 


# 


 -- (20) प्रमेयिका 4 के उत्तरार्द्ध के प्राधार पर (4-3) 
ग्रवब (4-), (42) तथा (4-3) से वांच्छित फल प्राप्त होता है । 
क्तज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० एल० एम० त्रिपाठी का क्तज्ञ है जिन्होंने इस प्रपत्र की तैयारी में सहायता पहुँचाई । 
निदंश 
], फोआ, ए०, 80] एफ. ७४४४0) वश [943, (2), (5), 8-27 


2. हार्डी, जी० एच० तथा लिटलवुड, जे० ई०, (070०७ रिव्यतपड तेल !" #८8तटफांल त० 5200९05 
तैं& 2575, 9]3, 456, 307-309. 
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हाव्सन, ई० डब्ल०, 376 पफ़९07ए ठ6 5एंस्-ट2] बचत जिगए5०ंवंत! पु६ा7ा707905, केस्ब्रिज, 
493. 


सेंसोन, जी०,३९०7४0०8णाबव #'एग्म८४ं०95, ]959 
जीगो, जी० (9%_02०7र्नों ए०जाव्पांबाड, अमेरिकन सेथ० सोसा० कलोकियम प्रकाशन, !939 


त्रिपाठी, एन० एम०, डी० फिल० थीसिस, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, 966 


5 


४ [373 ?375क्‍3र्त &00597 0 ॥3॥ ?9६। [८8 
४०। 20, ४०. 4, 0८०96: ।977, 7०४८६ 325 -329 


साइक्सनर के सन्न के सम्बन्ध में 


बी० एस ० सिंघल 
गणित विभाग. राजकीय विज्ञान महाविद्यालय, ग्वालियर 


[ प्राप्त--सितम्बर 5, 976 ] 


सारांश 
मिल्लें-यामसन द्वारा परिमायित नारलुंड अन्तर अपरेटरों की सहायता से एक सावें तत्समिका की 
स्थापना की गई है । 
&$ 050 80[ 


() ४ शंद्राश&5 जाएशया4, 829 8. ७, धाशाशं, 226ए92ा/तदा एी शि्वा02009003, (50ए2॥- 
पह्ा 506070४ (४0672, (5७89]07५ 


[0 प6 97656 70066, ७४७ 73ए४ €४४४०॥5060 8 इध्ाहादं 785089; भा2. 


दम काल 8... (०)४(8) 


तट है कि डा. है 047) +7) 
४! ([- 5)? 29,0,22 0 77 ! #! 
) रे 
अब पाक 03 0 0 83282 3 


ज0ज9व60 एद्वा 06 86णं०३8 ए0एटत ०जाएशए० ब75006५ 2876 ज्ञाध76 (७ ०7068 (6 
ठणप्राव तारिीदशिआ॥08 59907. 


पुछांड 46779, 9 एक्षा।एप्रक', ए९ढेंप९९४ [0 (06 'शैशंंड्राटा 5 /णगराप8, 


० [)॥, छी नी 45 े। फ् | +०, ८; ४] 
० | &7४ ॥/| 2 १3 हट 
70 2 





धर 


(2):४(4)»(८)» औ--7४, ध-+-#; . 5 ] 
त(-9) 0 £ का कफ), वि 


|9 )+४, ८-+7४7४; 2 ध्रप़्ट । 5 
कब | ब+7 तय 0 
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एव [88 एड 2ए86 त5005560 0086 08 66॥ग्रा॥५, 0 हाधाहवा ग्ाप्रा'ड, जाए, ॥ 9007- 
0ए%7, 766 7085 (0 70787 [7672879 ।९5७॥. 


4.. प्रस्तावना 


माइक्पतर// [ देखें [, 9. 84] भी ) ते निम्तांकित सूत्र को सिद्ध किग्रा है 


ड़ 


5) [)|॥ फ (77 --/2, ०;% 7 ४-0, ८; ४ ॥॒ 
2 स्ट्ररैई 
नब्ग्र है] ॥॥ | |] | 9 ॥। | रे | हध द 


6] _ 2-० मे (00400) के लिवाछ 4 कीए ४2 
न+(| -- 2) हे ॥ | (0)(4) + * | हक ये न 


प शी | उ, 2 |; | । गदर |॥ 
भव | धबं+ह# | 2 | | (|-४2)* | ही कि द 


जहाँ ,/, गासीय हाइपरज्यामितीप' फलन है । 


प्रस्तुत टिप्पणी में मिल्ते-यामसन// द्वारा परिभाषित नारलुंड अन्तर आपरेटरों / तथा /£? की 
सहायता से सावें तत्समिका 


७ (०) रन्ञ्ञडि ; |) 
८८ (०) +/(०+-4)--/(०) 
की स्थापता की गई है जिससे 6 ,--#,-- ] 
तथा ८० (०) ०७५४ 7१ ७५ /(०)] 
हमारी तत्ममिका विशेष रूप से (]) में समानीत हो जाती है. 
2. निम्नांकित तत्सप्रिका स्थापित की जाती है । 
“5 मर प १)७ ॥/ >+पन-) । 
(-)#० ह दल 6००४7 0७-९-९६०४७) 


0 





उन कतननन+ 


० (मेड दा ०. () +-/)॥/(२ 4-/), 
(० नलल+ 0), (० लत) 0) | न 
- “पाला ।_ उताक टिकेशा+र+7)8 (648 +/+-7), (2) 


बशत कि सबन्निहित श्रेणी परम अभिसारी हो तथा “(० और ४8(7) संमिश्र संख्याओं के 


है काल्यनिक 
अनुक्रम हैं। 
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उपपत्ति : 
वामपक्ष उ-(-)7?77 ७५१७४”? 25 के ] /(०)2(2) 
की 


सत(-7)7/7 /५ बी 3 ४-०] -2-- ८४|- ८०० 588)" /(०)8(8) 











८ू+(-- |) 7277 / ५-0 %--०/] __. 7-५ ः 2 28 28 रा 
0 8 तन) 
/(०)2(8) 
_(-)-0-०७ ५५११ ४४०९-७०) - तहत कक ढ कि 
कु | [ 2. 


.(- 5५) (- ५) 70१४७) 


शा शा ])-7-० / ५०० /७ 8*7९(१ ->2)- 2 2 (2)/ 4 ५337 











0) ४ ! ( न 52)57 
2 हा अु6 277 के आर पे 
| ( | किलर “| ( | बल /(०)82(8) 
9 (0) 
न्|(-)777 0 )-० (] नल कन्या त-झेक 
हु (औ -+/) (रे हज /+);& ! 
2 गिल] फ्ा स्तन मन का ॥ ([-2)70#7 धर ४7 # ४४४7 (०)४(8) 
---(] _.. 2)“ (१) डा रन (2+7)#(श + /)४ 
६5 ब् ४! (--2)7,,, रे 2३0 # ४ ! 
(०--२0)|(०+- नै 
कम टिका न7)8(8+#+ा+7) 





ली । ( का 2)877 
इससे (2) की उपपत्ति पूरी हुई । 


उदाहररण्ण : 


(४-०) ७ 4[(०+ 8)] 
(०) ० जाक्+०ण)]) २० तथा 8(8) 749) री, 





का चयन करते हुये जहाँ (५) द्वारा 4 प्राचलों 6,, .... 4५, के अंनुक्रम का बोध होता है । (8), (०) तथा 
(4) के लिये इसी प्रकार के तिगमन से ॥ तब ७5-०0, के लिये 
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हा १४ ए' कल 5 7 ४7०, > |; 
38... 7८ है] «(० है? 


ह्रन्न्0 47 की 
०» [0|[(८)|[(८)|, शि | #); 7-३); ३ ह: हू | 


ट्त लक ही # 8 आरा उारमयात पा पकबप" ण कदापा+ का यम पट पआाक ै 8: 
४7 (|-2) पे ४ | [((0)॥[(४)),  [(0+ ४): “5३ ५५5३ [2 


फ (टन): ०+>ने) है+ 63 | 2 [ पट ः 
गे ॥ 200, 2 रा 80 रे (4) 


जब ०5-०७) तथा 4 - 9--८'--/0--] तो (4) माइक्सनर के सूत्र/] में समानीत हो जाता है। 


3... इस अनुभाग में एक अन्य ऐसी ही तत्समिका दी जा रही है जिससे समान विधि का श्रनु- 
सरण करते हुये किया जा सकता है अर्थात्‌ 


[तहत 
72 70 


०० (+ 8. द नये 2त० ल्‍ ) 
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बशर्ते कि सबन्निहित श्रेणी परम भ्रसिसारी हो । 
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जो नवीन परिणाम लगता है । 





कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक डा० बी० एम० अग्रवाल का श्राभारी है जिन्होंने इस प्रपत्र की तैयारी की अवधि में 
माग' दशन किया । 
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अर सार्वक्षित बहुपद /0/», 9) के लिये परिमित अन्तर सूत्र 
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प्रस्तुत प्रपत्र वा उद्देश्य सार्वक्नित बहुपद /९,(५, 9») के लिये परिमित अन्तर सूत्र व्यूत्पन्न 
करना है । 
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की सहावता से एक नवीन सार्वक्षित बहुपद 4९४ 9) परिभाषित किया है । (-)) के दाहिने पक्ष में 
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द्वारा व्यक्त करेंगे । यही नहीं सार्वीक्षत बहुपद #,(०, 2) को हम 
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०३ तत057073 (!) 
संक्षेपण की दृष्टि से समग्र शीध प्रपत्र में निम्नांकित संकेत प्रयुक्त किये गाये हैं 
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(:]) को निम्तवत्‌ लिखा जा सकता है 
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श्रेणी को अंकित करने के लिये सांकेतिक आपरेटर ४८ (०) का प्रयोग करने पर 
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उपयुक्त सम्बन्ध को निम्नलिखित रूप में लिखा जा सकता है 


0 ((७4077)7#दटरा) 0 (2#४)70/47 7) | 7747 (247+ 7 |2) 
/ ५, ०04 (५ 2)7: ४- वो उनपर ०८ ८० छ-फन ४ 
4 ( ! $--)07] -- ०-०9, -- ४-८) 
रा १, / | | /' ली ]0+द 
पर /#/ [(॥4 (7, ))] ७-०0 हि [4 पा (2, (, ))(08-८)४४५ टी] ( कल ) 


ह /(] -- ०«--/89, -- ४ +-4)( -- | 


४; - ) ह 
हक, | ॥४। (!7। - !, -- ८ | हर 06 
है 7774 


(4"6) 


विशिष्ट दशायें 


विभिन्न प्राचलों के विशिष्टीकरण से हमें (:6) की विशिष्ट दशाओं के रूप में निम्नांकित 
परिणाम प्राप्त होते हैं । 
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77427>>] के लिये 


-त-0(0.+-८) 


20 24 ])7का जाग (7774-33 /2 -(47+-4 /2 
कलम 0 ० 3 मा, 0208 / दान का 2 कलाकार 


(४-4)! **(-करृब..._ 
>< / किक /))]0-८)004 [-- (4 (7, /))](॥- 4) 074 “व 07 6)004 [/ 77 24967, /))|(॥- 4)॥4 (- )//4॥474 के 0080 ४(७८४)॥४ ३. ; । 


| 


[((0,6, 7))]0-०क७ [८ (२५७, /))] ७-०७ (४7 ])784:द7 7 न -८] 
। | 


(4'7) 


सार्वेक्षत बहुपद #,(०, 9») के लिये परिमित अन्तर सूत्र 335 
४722<:0 के लिये 


न (८न- ६) 


(/४/०४१ ])747 जगा८ (2% )(774 5२) 3 पा मी धार) 
(77-८2) 77 & (3८५ 2) तल 


(7 - 4)! ॥५ 





॥ब्न्त [(4,( 7. /)) |, 7-४ ४ थी | ४8% (24५ (7, /))] ( नम धाबी 4 (| ाइइा्प््।।/$/झ_|]|]॥"]"्‌ पत्थर ( ब्ल्ज्र [ )7#+4 (८४ क्रय 
धर - 
(४) (४, ४) )] (४- ६) ५ [ [-- (2४५(९, ४))9-०0४५ (४7 [१746 द्राएए८ एह न की 4 ) 5 45 श 
रथ 
(-6) 
7४8 - 0 के लिये 


-__  0((९+८) ((477 ] )7 48 जुखाद (27) 7477 ) (49), 7 (07 2) 
७-4०००६ (००) 7“ छ- काका 





७७५ 000, /))]0-श०्क [| (3600, /))]0-2०७4 (- 74 ऋद्व ४ 7७० ८०). 
हे । कक / )0ब० व पट + टी 
[07 /))]७-०)७, [ [-- (/४५(, / ))] (॥:- ६) ४7५ (27 ! 44 ऋाशव | रे जद __ ४ | 
निदंश 


!. रेनविले, ई० डी०, 5०८०७ #07०8०॥, मेकमिलन, न्यूयार्क, 960 


2. फाक्स, सी०, द्राजे० अमे० सेथ० सोसा०, 96], 98, 395-429 


४ [737]3 ?737[5॥306 /४॥ ७593॥ 6  38॥ 73६7 ८७ 
५४०!. 20, ४०. 4, 0८0०७6/ ।977, ९2४८६ 337-34| 


फाक्स के छ-फलन हेतु एक नवीन द्विगुण समाकल 


के० सी० गुप्ता तथा एस० हुण्डा 
गशण्णित विभाग, एम० आर० इंजीनियरी कालेज, जयपुर 


[ प्राप्त--जनवरी 3, 977 ] 
सारांश 


प्रस्तुत प्रपत्न का उद्देश्य एक द्विगुण समाकल की स्थापना है जिसे (भिन्न चरों वाले दो फाक्स के 
अप ्र-फलनों का गुणनफल मस न्निहित है ! 
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34«. पस्तावना : 


प्रस्तुत प्रपत्र में एक द्विगुणा समाकल स्थापित किया गया है जिसमें भिन्न चरों वाले दो फाक्स 
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ण्वं (०५५५ “/)% +75[? के द्वारा मी श्ाचल युग्मों (०४५9 ; नै 2५ 5४४३. (८५ “/,) ( मी! / ऐसे प्ण कि है 
कि 05४7) का बोच होता हू श्रौर आगे भी इसी प्रकार । निम्नांकित प्रतिबन्धों के समुच्चय की तृ्टि 
होती है 


4, 2, », 3, 5, ४, / तथा 4८ घन संख्यायें हैं /८(०):>0, /(०(१):>0 (2' 
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_ 2 न हे (४2) रा हा (६) 0, | >0, | धा? , । 2) या (2* 7) 
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(2 72 
+ (22))- “(८-४0 (2-8) 
हल पुत्त्य, 
्‌ । 
2 (8))- < (4,))>9:0 (2-9) 
न च 
__+त 2०४) ) मा 
प्रमुख समाकल में श्राया प्रू-फलन निम्न प्रकार से परिभाषित एवं प्रदर्शित किया जाता है 
757 (०/,  । कि ० ५ न 
मं (हे 0 (+ 0(5)# 45 (2-) 
जहाँ 
77: 72 
४ (87-23) 7? 7([-«;+ ४9७) 
हर 
१ मल की अल (2-42) 


ध्‌ । क्‍ 
व 7श0त--8;+25) ?/ 7(०;- 4७४) 
चाा+ रग्‌ 


3त्या+2 
[(2:]) में कंटूर 7, की प्रकृति, समाकल के अभिसरण के प्रतिबन्ध एवं #-फलन के कुछ महत्वपुर्ण गुण, 
विशिष्ट दशायें एवं उपगामी प्रसारों को गुप्ता तथा जैन के प्रपन्न में देखा जा सकता है | 


प्रमुख समाकल की उपपत्ति : 
माना कि 
हम ॥ |, 4-7 98-77 /4%”--277) 
0 ८४0 


7797 
>( 7 


कक | क्र 7५.4४? -- 290)? रे 48] धर 4? (2*3) 


(8;, 2)3,0 

(जहाँ फलन ऐसा है कि द्विगुण समाकल अभिसारी होता है ) तथा म_-फलन के स्थान पर (2-) 
तथा (2:2) के द्वारा दिया गया इसका मेलिन-वार्नीज कंटूर समाकल प्रतिस्थापित किया जाता है । 
समाकलन के क्रम को उलटने पर, जो (2-]) में कथित प्रतिबन्धों के अन्तर्गत वेघ है, हम पाते हैं कि 





0 5 ठत (| 8) | ॥ खत अरिमक-(420+8)7)7(4%/+297) ४५७) ४६ 
(2:4) 


व्यय 
स्स्न्य 
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८८ हक चक्कर 
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बा 
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अब एक ज्ञात फल [ , 9.72 | के द्वारा 
हें 8३ अष्ण 787 (45०7-27) व४ ८० 
) |0 


4-०१ 8-/॥8 < (०/०)/ (2/6) >०/१+|3/0 -] ॥ ) (2 (2-] 5) 


#" ३ | ६ 


४ १० ध (०/) | 2५४ ४0 
/2(०)-०0, 2०(9)>0; 4, 2, », ७ समी घन सख्याय हैं और (2-]) तथा (2-2) में आये ४-फलन की 
परिभाषा के अनुरूप हैं, इसकी पुष्टि होती है कि 


(7%/ 9-/॥४7 |! ल्‍ 7797+ 2 $/) / हर ///0 
व जल 200 दो एबन िछि) हर 7) 0+--7] 
गण %० | 2) कक | ( ही | । 


(|-०/), ४/9),(--/0% &/8), (०५ 4))),/ 
(8॥, की (।--१--०, ““/*) 336. 23 (2 6) 





जहाँ 8 तथा १ (2-4) द्वारा दिये जाते हैं । 


ग्रव॒ यदि हम (2-]) में 


5) 2"(> -| धो हु 0) (१ -| ८)/४ की 





लें और परिणामी समाकल का मान निम्नांकित फल की सहायता से ज्ञात करें 


( १.7 (2-+- 4)" कै [8 (4) (६ मी (०! ))7 /| 





५ (2] $ ४) )7 १९ 


(१7५ ()),7 
2 ! 
>( ५ ९ -+-4) ( | ८2 


हो कवि 27(7/)#४ ॥] पे 
>> ८7-९५ गआ 2) का छ 8 (4) (5) ०| 


4+ 3, 0 
2+3, (९+< 


(१, ())3,7 (१५ (०) | 
(१-० +970, /»),(0:. 22;)34,2 
[जहाँ ॥७, 8२७), 0 था १ से (2-2), (2-3), (24) द्वारा परिभाषित संख्याश्रों का बोध होता है और 
(2"5) से (2:0) तक के प्रतिबन्धों की तुष्टि हो जाती है | थोड़े से सरलीकरण के पश्चात्‌ हमें (2-) 
प्राप्त होता है । 


>८ (४ 4#£ (2 | 7) 





3: विशिष्द दशायें 

प्रारम्म में ही यह बता दिया जाय कि (2-) में आरगत क्ल-फलन एक बहु परिचित माइजर के 
6-फलना में समानीत हो जाता है जब विशिष्ट दशा के रूप में 4:--] (२5>१, .... ») तथा »8,-] 
(/55, ..., 4) पुनः हमें प्राप्त होता है : [ 2, 9. 25] 
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प्र (4५ *००३ ५ दि 
2“ ६ | 9 “| 
० 5-७» /६ 


|| 7? 
४ ४(8)) 
है। न्ल्पु 





हे सनम 
उ+ललनकब्लाक, 


+.9 ].- ०., .... |-+-6 
ह (7 ठप रे । ]9 हि 2 | 
? कर | (0, (्‌ त्त 5 « «७ “09 
7 4(०३) 

है शलँ 
(7<€4, या 9>-4+ ! वेथा | 2 [<), 


इस प्रकार (2-व) की विशिष्ट दशाओं के रूप में अनेक रोचक एवं उपयोगी समाकल प्राप्त 
किये जाते हैं । 


निर्देश 
... एडबड, जे, 3 ॥76७४४88 ०7 (6 [76279] (०८०७5, भाग ही, चेलसियां पब्लिशिंग कम्पनी, 
न्यूयार्क, 954. 


2. एडल्यी, ए० इत्यादि, साला पिफवाउव्थावशाशईंं शाती०75, भाग 3, सेकग्राहिल, न्यूयाके 
]953, 


3. गुप्ता, के० सी० तथा जेत, यू० सी०, ग्रोसी० नेश० एके० साइंस इंडिया, 966, 36&, 594-609. 
4... गप्ता के० सी० तथा कौल, सी० एल०, ( अकाशवाधीन ) 


5. माइजर, सी० एस०, 'च८४८०७!. 3090., ए/०८०७४5०७., 7700. 827. 946, & 49, 99. 227-237, 
344-356, 457-469, 632-64, 765-772, 936-943, ]063-073, 75-75. 


४[[7]373 ?7897]53 60 /॥0७537॥6॥3॥ ?35॥ [८8 
४०. 20, ४०. 4, 00८८096/ ।977, 2326५ 343-348 


फाबस के प्-फलन हेतु फ्रियर श्रेणी 


के ० के० बावेजा 
गणित विभाग, लालनाथ हिन्दू कालेज, रोहतक 


[ प्राप्त--दिसम्बर 7, 976 | 


सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में फाक्स के -फलन वाले एक समाकल का मान ज्ञात किया गया है जिसका 


उपयोग ऊ#-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी प्राप्त करने के लिये किया गया है। कुछ विशिष्ट दशायें भी 
दी गई हैं । 


5८ 


4 कणााशः 5९९5 0 झ#6ह55 त-जिलांण, 89 6६. ॥. 89्2]9, /20040776ण7. 07 ॥६॥6- 
7087058, 7.,4] ०7) 9]707 (0]682०, १९२07[9/. 


पा पां$ 706 380 776शाशो ग्राएणरारओ 7058 सल-फजिलाणा 798 0०९० लफ्शंपछ8त जगा 
08838 9९९70 घ5९० (0 69797 3 ४#0फ्रांशा 5९७०8७$४ 07 ॥6 मल-पफपिएाता, 8076 जछद्वा0पॉवा 03865 
#8ए6 06७॥ शांपटा) 2 (6 ४70. 


4..प्रस्तावना 


प्रस्तुत टिप्पणी का उद्देश्य फाक्स के 7-फलन वाले एक समाकल का मान ज्ञात करना तथा इसका 
उपयोग “ं-फलन के लिये फ्रियर श्रेणी की स्थापना करना है। माइजर के 0-फलन तथा मेंकराबर्ट 
के £ फलन के लिये विशिष्ट दशाओं के रूप में फूरियर श्रेणियां प्राप्त की गई हैं । 


फाक्स [3, 9. 408] द्वारा प्रचारित “-फलन को निम्न प्रकार से प्रदर्शित एवं परिभाषित किया 
जावेगा । 


(६,, 2,), ०००५ (६५; ८५) । 


हर | कु (8, १) #००३ (09, 9५) । 


?, 9 
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72 है] ः ह | 
77 2(9/-/0) 77 7(।- ४4 ०४) 
हि  इच् ह हि ही | 
नमन मल ला व, (-) 


थैवा . 7, | ॥2 
7  / (]-8/+7/5) 7/ (० - ८|७) 
व की ह ह 


) सा १ 


जहाँ रिक्त गुणनफल को इकाई के रूप में मान लिया गया है, 0#< 4, 0&॥5 #; समस्त ८ तथा 
धन संख्यायें हैं, 2. बार्नीज प्रकार का ऐसा उपयुक्त कंदूर है कि (805 7 8) ६ 20 | वे। पोल 
कंट्र के दाहिनी ओर पड़े तथा /(]-4/+०७), /5२, 2, .... ! के कंटर बाई ओर | 


ब्राक्समा 7 ने 77 फलन के उपगामी प्रसारों तथा वेश्लेषिक संतति की विवेचना की है । 


संक्षेपणा की दृष्टि से भागे (०५, ०») से (०,, ०) (4) ०) का तथा संकेत /३(8, ०) से 
प्राचलों के समुच्चय ०/७, (० + )/9, ..., (०+9--)/0 का बोघ कराया गया है जहाँ ० घन पूर्णान्लू है 


2. समाकल 
हम निम्तांकित समाकल की स्थापना करेंगे 


28 | (4/5 ८८) 
(००५ 0) (8, 2) 





॥ (4 
207, 5 7759 |; 
ह (०05 9)” ८०08 90 रा ४ [8 


४ 8), [ ) (६/५ ९५) 
77 
$ “7348 गक ; ० -+- (2 “6 | 3 .' | 0 
(2५, ५), ।( » 8), कक 0, 





जहाँ ० एक घन संख्या है तथा 


2 
3 कर 2 अं ड0: 
हट है। मनन पु 
5 2? 77 ५ द 
3 है ० न मिल.) हर रे: >०० 
हा जाकर ०7१ 00 ///0 


[धाएु 2| < 47/२2, /९९(०)>>०--. 


/९९(28 9॥/7)) 7>>-4--०., (के हा १ *+ ९9 77) 
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उपर्पत्त 


(2-) की स्थापना के लिये #-फलन को मेलित-बार्नोंज प्रकार के समाकल (-) के खूय में व्यक्त 
करने तथा समाकलमन के क्रम को प रस्पर-वितनिमय करने पर जो इस प्रक्रम में सनिह्वित समाकलों के परम 
अभिसरण के कारण वेब है 


77 ८ | 
7 7(0/- 5) 7४ 7"(( - 4))+०;७) 
| ग् 





3 की ड 
नल नि ि+ि-+-त-+..3+२.3..]प3प/पभप/ै+ै++४ै४ 8प्षप्नद 035 
ठर्झा 7 ९ हे | । हे (०05 ४) 
 २2(-28; > 5) 7४ 4 (4;--०)७) 
_ल्यिातनाीई चकत३ 
>( 0058 80 49 ८8. 
अब सूत्र [4, 9. 65] अर्थात्‌ 
के (]-- 
[_* (008 0)4 ०08 86 48-- शत 22... मा नीलम 
0 महा व मत 
हक जल ता हो | 
९ ०7>०--॥ 


की सहायता से आन्तरिक समाकल का मान ज्ञात करने तेथा गामा फल नों [5, 9. 24 (2)] के द्विगुणन 
सूत्र का श्रर्थात्‌ द 
५/ब (22) 55257 7(४) 7(४+ /2) 


का प्रयोग करने पर 


| 7(8;-795) | ([-;+०)७) न 6 पे के 85) 
नल थी हा हि की (प्रा ० हो 











१ ही |[ 
श््यां ०. 0 ! | ०-0 
॥ 7(-&/+/%) 7/_ 7(०&-०४) 7(0+*>ू+%) 
3त्या। 7 उच्चा+ 2 
र्ट्र 
कह पिला ॥नब अल 
ए्‌ खो 2 +3) 


(-]) के सम्प्रयोग से समाकल (2-) श्राप्त होता है । 
3. फ्रियर श्र थी 


स्थाप्य फूरियर श्रेणी है 


| 2(००5 $/2)86 । (६५, ४5) । 


(००8 $/2)% कक 9 | (४५, ५) 
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४ | हे । 
0५5,), (१७% ७५०) 


क0.. 2 
व कक (ध्‌ह।ए ॥+2 
2 2807 द् /ा ह/ 9 हा । 
(00: पे, | ४35 7, 8), । तु | !, 9, 


>(०0$ /+, (3*|) 


जहाँ 3 धन संख्या है तथा 


ठ्र + < ८०९/+ <* है 4554 7०0 


जप || | कक यानी) 


[भाड़ 2|<47/2, (20 0//0)> > --० ( 5], 2, .... 77), ९९०) ४ “-] 


उपपत्ति : माना 


(6) (००5 6/2)6 प्र ४ | ८(००$ 6/2)/6 








0५% ९ 
न+/ 0 टे नै ा “+ 005 # (०>"०) 
8 ॥ ह 


समीकरण (3-2) बंध है क्योंकि /$) संतत है तथा श्रन्तराल (0, #) में परिबद्ध विचचरण बाला 
है । अब (3-2) के दोनों पक्षों को 005 7$ से गुणा करने तथा 0-# के श्रन्तराल में $ के प्रति समा- 


कलित करने पर 
है ०08 70(००४ $/2)% 777? | (८०8 $/2)१0 (42 | !ः 


पा /००। / ग्रे 
न्स्न |) 30 0०057% 6$-+- < ४, । 008 #( ०05 /९ 4४ 
84 0 


(2-) में 85४/2, /-१ रखने तथा कोज्या फलनों के लाम्बिब ता गुण का प्रयोग करने पर 


क 5) 90 
8; # " (| «८3 (2/, (६५, ९५) | (3-3) 
(8५, 24५), (- ०/2-/४, 0), (--०/2+4 /, 0) 





िज ५/ 77% ॥2+/2 
है (2/ था) द प 2. 


(3-2) तथा (3-3| से तुरन्त ही परिणाम (3-]) प्राप्त होता है । 
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4. विशिष्ठि दशायें 
प्राचलों के विशिष्टीकरण से #-फलन को माइजर के 6-फलन, मैकराबदे के #? फलन तथा 
अन्य उच्चतर अबीजीय फलनों [2, 9. 25-222] में रूपान्तरित किया जा सकता है | फलस्वरूप ये परिणाम 


व्यापक प्रकृति के तथा अनेक रोचक दशाओं को स्पर्श करने में समर्थ हैं। फिर भी कुछ मह॒त्वपूर्णा विशिष्ट 
दशायें दी जा रही हैं । 


(3-) में 2८८/७-/३७-॥ (75--, 2, ..., 9; 75-, 2, ..., 4) रखने तथा [2, 9. 4 ()], [2, 9. 
207, ()] की सहायता से सरल करने पर हमें 


(0०08 $/2)% 6? ?| 2(005 $/2)20 क्‍ | (44) 
५ 





“9 | -- ७ 
2 व (ड्ुणश शंड 9 8 (3, ठ गे 2५७(0०,८ ०), ५2 
का १/धरा0 ?+2  (+ 5०९१) 8 
80, /७(0, --०/2-7), /४५(0, --०/2+7) 
>( 008 #% 
प्राप्त होता है जहाँ 2(77--7)7०2/-+-94, |भआ४१ 2| <[४#-77-(2+4)/2]%- 


(3-]) में #, #, 29, 4 के स्थान पर क्रमशः: 9, ।, (4!, # रखने पर तथा सूत्र 


॥2४। हि (, ]), (80५ ) त्ः > “| 
477, 9 | (०५; +) | ् 


के परिपेक्ष्य में प्राचलों को उपयुक्त ढंग से रखने पर 





(००5 $/2)९ ष् (००8 $/2)4 | (42) 


--७ 
० हर” ले हक), -_८/2, 9), (, ), (8,, ! 
अल | [ >ठ्र »9) (-42 », (0, ), ( १७ 2) 
(४५, ॥), (-०2-7, 9), (-०2-+-7, » 
>< ०05 #् 
जहाँ 7>4-+7, |ध8ट 2| < क्र 
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[ प्राप्त--जनवरी 0, 977] 


साराश 


उत्तम सिचाई उपलब्ध रहने पर प्रति:हेक्टर 6 से 7 टन पाइराइट तथा 75 से 8 घाव का पुआल 
डाल करके मात्र 500-]600 रु० प्रति हे” की लागत से ऊस्तर का सुधार सफलतापूर्वक किया गया। 
प्रारम्भ में प्रति हेक्टर 60 कि०» ग्रा० प्रति हेक्टर नाइट्रोजन वाला अम्लीय उर्वरक, 80 क़ि०ग्रा० 
'फास्फो रस, 80 कि०पग्रा० पोटाश तथा 30 कि०ग्रा० जिक सल्फेट देकर बेकार पड़ी ऊसर भूमि से 45 कुन्तल 
हैे० धान की उपज ली गई । 


& 08079 ८ 


शिश्टॉब्राबशााफता ० प्रइलश्ञ' इणी5 #ए फ़ाा65,. 27 850 काशी, ?. 7.. एचजबश), रिद्वात 
55ा 7047 जीघत5 क्ात रिवावटवणा, रि०2008 38078 78४ा0ए ब्यत [800॥874707 
(6708, ४279॥98. 


छजव&ा (06 358प7९6 वर्ण शा07 ०0785, ४69॥76 82078 फ़ढा'8 8७४ एढटी2776९0 59 ॥6 
407॥0द07 0 60 7 $075 67 फ॒॒शा85 एछ७/ ग60 78 8०0९ ज्ञां 7:50 0 8 409$ ० 98007 
शाउइज़ प्रात 3 4093) ०08 ० ७.500 40 4600. पर ॥8708, जरतंदा एछ७793/760 प्रा४पा80]2 
लि 5प्रफरवदराणा शं006 009 >ब०, 8००6 45 वषांगद्वंड ्ीएछ4वव6ए शड्ाद्। ज6०१ ३४ 6 पाप 
छ्शांगां0)2 8 4 लिा!॥फ 46एट८ ० 460 ॥ 2. --७0 & 2. 02+-80 &2. &--30 68४. 2780, #ऋ6/ 
(6९0972. 5प0]09 ० 90260 एप 08 ॥ (6 007 ७० 38०७ 0ाए।ए प्रा।0200005 (प/र2. 


भारतवर्ष के एक विशाल भू-भाग (लगभग 70 लाख हेक्टर) में ऊसर भृमि है जिसका सुधार 
करके लगभग 25 करोड़ टन अधिक अन्त पैदा किया जा सकता है। उत्तर-प्रदेश में ऐसी भूमि का क्षेत्रफल 
लगभग 3 लाख हे० है । यदि इसका सुधार कर दिया जाय तो निःसंदेह प्रदेश की दीन जनता के 
सहायतार्थ एक क्रान्तिकारी कदम होगा। श्रव तक ऊसर सुधार का कार्य जिप्सम से होता रहा है । चूंकि 
जिप्सम राजस्थान से प्राप्त होता है इसलिये पूर्वी उत्तर-प्रदेश के लिये परिवहन का व्यय अधिक होने से 
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यह बहुत मेहगा पड़ जाता था। इस समस्या के निराकरण के लिये प्रमफोर, बिहार की खानों में 
पाये जाने वाले पाइराइट का प्रयोग जिसमें कि 5--20% गंबक पाया जाता है बहुत ही लाभदायक 
सिद्ध हुआ है । इसका रासायनिक सूत्र फेरस सल्फाइड (77०७,) है। 


सारणी ॥| 


दाने की उपज कुम्तल/।हेक्टयर 





(करन १ 3०९ 





क़०्सं० कारक. खरीफ खरोफ रबी 
]974-75 ]975-760 976-77 ]074-75 075-706 
घान आई० धान शभाई० धान आई० गेहें गेहे 
भ्रार० 8 ग्रार० 8 आर० 8 सोनालिका ए्च० पी 
. नियंत्रण 649 38-84: ]8-37 8+५)2 [0'0 
2. जिप्सम 50% जिण्श्ा० 5:0 44-79 ०7-02 ]0*4.9 ]0"॥) 
+निच्छालन' 
3. जिप्सम 50% जिग्जमा० 0:05 40) 4० 28-55 8*07 [70 () 
+ धान का पुआल 
दर 20 टनहि० 
4. पाइराइट 00% जिग्आ० 9-8] 4787 30)" 75 हक ईंट 0' 97 


के बराबर-+निच्छालन 


5. पाइराइट 50% जिन्ञा० 8-39 40-09 20-30 ]0-8 | | 047 
के बराबर-+निच्छालन 


6. पाइराइट 50% जि०्आ० 6:65 47-36 32-95 ]9-]8 2008 
के बरावर+धान का 
पुआल दर 20 टनाहि० 


सी० बी० 48:85% 2.97% 5-2% 8-40% 9-48% 
सी०डी 5% पर सार्थक नहीं । सार्थक नहीं। 2:20 ०-37 9-53 


क्‌ं ० हि ० 
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ऊसर सुधार पर काफी शोध पत्र प्रकाशित हो चके हैं | एच्राल तथा डरगना», मेहता तथा एब्राल/7, 
गोल तथा आचार्या ४), डरगन, गोल तथा एब्राल “7 एवं एब्राल // ने पाइराइट द्वारा ऊत्तर सुधार किया 
है तथा इसके उपयोग की अनुशंसा की है । 


प्रयोगात्मक 


अध्ययन के लिये एकत्रित किये गये मृदा न्‍्यादश्श को सुखाकर, चूर्ण करके तथा 70 मेश की चलनी 
से' चाल कर सूखे डिब्बों में रखा गया । 


इनके रासायनिक संघटन का अध्ययन मानक विधियों के आधार पर किया गया एए। 
पी-एच पी-एच मीटर द्वारा, कार्बनिक कार्बेन वाकले एवं ब्लेक विधि से, प्राप्य फास्फोरस श्रोल्सेन्स विधि 
से, प्राप्प पोटाश कोबाल्टीनाइट्राइट टरबीडीमेट्रिक विधि से तथा जिप्सम आवश्यकता (जि०आ०)का 
निर्धारण स्कूनोवर जिप्सम आवश्यकता विधि से निकाला गया । 


जिप्सम तथा पाइराइट का ऊसर सुधार में तुलनात्मक प्रभाव देखने के लिये एक परीक्षण राजकीय 
कृषि प्रक्षेत्र कल्‍लोपुर, जनपद वाराणसी, में खरीफ 974-75 से प्रारंभ किया गया जहाँ पर बहुत बड़े 
क्षेत्र में कई वर्षों से बिना खेती किये ऊसर भूमि पड़ी थी । परीक्षण का विवरण निम्नवत्‌ है :-- 


]. सांख्यिकीय आकृति एवं लेआउट--रेन्डोमाइज्ड ब्लाक डिजाइन 
2. आवृरति--4 


3. क्यारियों का आकार--]0> 0 मीटर 


हे 


मृदा विश्लेषण :-- 

(अ) पी-एच, : 9.5 से 0-0 

(ब) कार्बनिक कार्बन : अतिन्‍्यून (0:204%) 

(स) प्राप्य फास्फोरस : न्‍्यून (0-20 कि०ग्रा०हि०) 

(द) प्राप्प पोटाश : न्‍्यून (5-00 कि०ग्रा०/हे०) 

(य) जिप्सम आवश्यकता (जि० आ०): 36-20 टन|हि ० 
5. कारक :]. नियंत्रण 


०. जिप्सम 50% जि०भा०-+निच्छालन 


3. जिप्सम 50% जि०्ञा०+धान का पुश्राल दर 20 टनहि० 
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4. पाइराइट 00% जि०्ञा० के तुल्य+ निच्छालन 
5. पाइराइट 50% जि०आ० के तुल्य-।"निच्छाल 
6. पाइराइट 50% जिन्म्रा० के तुल्य+घान का पुआल दर 20 ठन/हे० 


उपर्युक्त परीक्षण के लिये खेत को 020 मी० क्यारियों में बॉँठ लिया गया। इसके बाद 
कारकों के अनुसार जिप्स मया पाइराइट डाबकर जुताई कर दी गई । पुश्राल वाले कारक में पहले पुआल 
डाल कर तब जिप्सम या पाइराइट डाला गया । फिर क्यारियों में 5-6 से०्मी० पाती लगाकर हानिकारक 
लवणों को निश्चालित किया गया । तत्पश्चात निक्षालन को सफलतापूर्वक सम्पन्न करने के लिये चार-पाँच 
बार खेत में पाती लगाया गया । इसके बाद नाइट्रोजन 60 कि०ग्रा०, फास्फोरस 80 क्वि०ग्रा ०, पोटाश 80 
कि०भ्रा० तथा जिंक सल्फेट 30 क़ि०्ग्रा० प्रति हेक्टर की दर से डालकर जुताई कर दी गईं। खेत में 
पाती लगाकर बिता पाटा चलाये घान भ्राई० आार० 8 की चार-पाँच पौधे एक जगह लगाई गईं । जिप्सम 
और पाइराइट को एक बार देने के बाद मिट्टी पर उसका अवशिष्ट प्रभाव देखने के लिये वर्षों तक फसलें 
ली गईं । उपर्युक्त में नाइट्रोजन की पूर्ति अमोनियम सल्फेट से की गई क्योंकि उसका प्रभाव अ्रम्लीय होता 
है, फास्फोरस की सुफरफास्फेट पिगिल से तथा पोटाश की स्युरिएट आफ पोटाश से की गई (सारिणी 
| देखिये) । सारणी 2 में विभिन्न उपचारों के फलस्वरूप पी-एच तथा उबरता स्तर में जो ग्रन्तर आ्राया 
वह प्रदर्शित है । 





सारणी 2 
धान की फसल लेने के बाद सिट॒टी का विश्लेषण 
कारक पी० एच० कार्बनिक प्राप्य पोटाश प्राप्प फास्फोरस 
कार्बन& कि०।ह्ठि० 
हम हब मम मल न जज लक कलर लक» 2840 24, अमल नर मिमी 5. 0 (7 दर कर हि 
. नियंत्रण 9-2 0"205% न्यन कि०ग्रा०/ है ० 
(5]--]00 कि०ग्रा०हे ०) अति न्यून 
2. जिप्सम 50% जिग्आ० 85 0.20% न्यून 72 कि०्ग्रा०/हिं० 
+निच्छालन 
3. जि० 50% जि०्भ्रा+धान 85 0:34]% न्यून. ,, 8-8 कि०ग्रा ०/हि० 
का पुञ्लाल दर 20 टनहि० 
4... पाइराइट 00% 8-5 0:22]% न्यून. ,, ]0-6 कि०पग्रा०(हिं० 
जि०आण०के बराबर 
न-निच्छालन 
5. पाइराइट 50% जिन्झ्रा० 8-5 0-:22% न्यून ,, 72 कि०्ग्रा०/हिं० 
के बराबर+निच्छालन 
6. पाइराइट 50% जिन्श्रा० 8-4 0-342% न्यून ,, ]-0 कि०ग्रा०/हे ० 
के बराबर-+घान का पुआल द ॥॒ न्यून 
दर 20 टन/हि० 
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उपयुक्त ढंग से खेत में घान का पुआल और पाइराइट को डालकर जौनपुर, गाजीपुर तथा 
वाराणसी जनपद के कुछ कृषकों के यहाँ इसका प्रदर्शन मी किया गया । क्ृपकों का उत्साह बढ़ाने एवं 
सधार को कीमत कम करने की दृष्टि से पाइराइट केवल 6-7 टन/हे० तथा थान का पुश्नाल 75-8-0 
टन/हैं० डाल करके प्रदर्शन का कार्य संचालित किया गया । ये मिटिट्याँ कई वर्षों से बिना खेती किये हुये 
परती पड़ी थीं लेकिन पाइराइट एवं धान का पुआल डाल कर सुधार किया गया तो उत्साइवर्धक परिणाम 
प्राप्त हुये जो सारिणी 3 में प्रदर्शित किये गये हैं। 


परिणाम तथा विवेचना 


२++++>नपकन न 


पाइराइट एक अयस्क' खनिज है जो कि रोहतास, बिहार के अमभोर की खानों में प्रचुर मात्रा में 
निकाला जाता है। इसका रासायनिक सूत्र फेरस सल्फाइड (7८5,) है। जब इसे कैल्सियम युक्त 
लवणीय क्षारीय मृदा में (८४८००९०प5 इबत॥6 शोर $0 ) या अलवणीय क्षारीय मृदा (पर०घ८कॉ- 
८87९०0७ 84076 श्रध्था 50) में डाला जाता है तो सल्फर निकलता है जिसके आक्सीकरण के 
फलस्वरूप सल्फाइट (50,) बनाता है । सल्फाइट जल से संयोग करके 9,850, बनाता है। यह अम्ल 
मिट॒टी में उपस्थित सोडियम बाइ-कार्बोनेट, )९७ प्र८0 , सोडियम कार्बोनिट ]२७, (00५ तथा कैल्सियम 
कार्बोनिट (४०८०0, आदि से अ्रभिक्रिया करके उनके सल्फेट, जल तथा कार्बन डाइ आक्साइड बनाता है। 
सल्फेट कम हानिकारक लवण होता है शौर यह निक्षालित होकर भूमि के अन्दर चला जाता है। 
अभिक्रया निम्न प्रकार है : 

#6 8, -> 6 $--$8- 


छए८8 -> ४०,0०0, --5- 


आक्सीक रण 
० 2 ज50 $ अल /, 2 & हे 


जलअपघटन 
280,+25,0-..........त...2 छ,50, 


क्‍रि9९03, 7७,५०३, ९४८०३, --8,50 ->?२०,४०,, (४५ ((--7,0-- (0, 
27२8-- ९487--९०४५$७0 ->(8--2879 -+- 3५४५७(), 


पाइराइट के परिवर्तेन के समय फेरस सल्फेट (7०50,) का निर्माण होता है। यह भी लवणीय 
एवं क्षारीय मिट्टी के सुधार में एक अच्छे रासायनिक सधारक का कार्य करता है : 


90698,---->7४४७ -- ७-८ 


छ6$ -..>7०३०, 
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उपर्यक्त आक्सीकरण रासायनिक अभिक्रियाश्रों से स्पष्ट है कि पाइराइट से कई प्रकार के 
रासायनिक सुधारक जैसे गंधक (सल्फर), कैल्सियम सल्फेट, तथा फेरस सल्फेट आदि उत्पन्न हो जाते 
हैं जो मिट॒टी के पी० एच० को कम करते हैं तथा मृदा कोलायड से सोडियभ आयनों का हाइड्रोजन 
आयलन तथा कैल्सियम आयन द्वारा विस्थापन करते हैं। पोषक तत्वों की उपलब्धि में भी सूधार होता है । 


लब॒गीय, लवणीय-क्षारीय तथा क्षारीय मिठ॒टी में पाइराइट को डालने से इसका अवशिष्ट 
प्रभाव बहुत दिवों तक रहता है जो मिट्टी में सुधार लाता है जिससे अच्छी फसल पैदा होती है । 





सारणी 3 

क्र०.. प्रदर्शन का स्वरान प्रदर्शन के अ्रन्तगेंत पाइराइट.. मंदा फसल उपज 

सं ० एवं पता क्षेत्रफल की मात्रा का पी-एच० कू०(हि० 

[. ग्रा०पत्रा०सेनापुर वि० एक एकड़ 9-5 0-5 धान आई०. 45-00 
खण्ड-के राकत जनपद- भ्रार० 2१ 

जौनपुर धान श्राई० 
टी० ई० ]00] 

2. ग्रा०-करमपुर, प्रालय- एक एकड़ 9.0 0*() धान ट० [4)() 
ओरिहर, वि० खण्ड-सैदपुर 23 
जनपद-गाजी पूर 

9. ग्रा०-भिठकुरी, पत्रा०-सेवापुरी एक एकड़ 2.0 0५) धान श्राई 40.00 
वि० खण्ड-सेवापुरी आर० 8 
जनएद-वा राणसी 

4... तदेव 0:55 एकड़ ]*0 0-0 धान आई०. 300 

आर 8 

5. ग्रा०।पो० गौरा, एक एकड़ 8 00 धान जया. 225 
वि० खण्ड-सुरियावाँ 
जनपद-वाराणसी 

6. ग्रा०-तिरदछी,-पत्रा० एक एकड़ ०-0 9-0 घान आई० 23.7 
जलालाबाद वि० खण्ड- ई०टी० 
जखनिया जनपद-गाजीपुर 900] 





'>कता फल पताककात आर कक++ ताक ० 2८4९ मन 


विशेष : उपज में अत्यधिक घट बढ़ का कारण धान की विभिन्न प्रजातियां हैं तथा क्रमांक > 
तथा ० पर अवषेण भी एक कारण है। 
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सारणी | के परिणामों का सांख्यिकीय विश्लेषण करने से पता चलता है कि खरीफ 974-75 
तथा 975-76 में किसी भी कारक के फलों में महत्वपूर्ण अन्तर नहीं रहे । लेकिन आंकिक दृष्टिकोण से 
पाइराइट-+-घान के पुआन्न की उपज उत्साह-वधेक रही। रबी में 974-75 में कारकों का प्रवशिष्ट 
प्रभाव देखने के लिये यही परीक्षण जब गेहूँ (सोनालिका) पर किया यया तो पाइराइट ! 00% जि०आ० 
+निक्षालव उपचार नियंत्रण की तुलना में अच्छा रहा परन्तु अन्य कारकों से महत्वपूर्ण अन्तर नहीं दिखाई 
पड़ा । रबी 975-976 एवं खरीफ 976-977 में पाइराइट 50% जि०्ग्रा०+घान का पुञश्लाल 20 टनहि० 
तथा पाइराइट 00 जि०श्रा०+निच्छालन में संोड्यिकीय दृष्टि से कोई अन्तर नहीं रहा लेकिन अन्य 
कारकों से उत्तम रहा। लगातार परीक्षणों से यह निष्कर्ष निकलता है कि ऊसर सुधार के लिये पाइ- 
राइट और धान का पुग्राल विशेष रूप से उत्तम है क्योंकि इसके प्रयोग से पाइराइट की मात्रा कम 
लगती है जिससे लागत में बचत होती है। साथ ही साथ मिट॒टी में जीवाश पदार्थ भी पर्याप्त मात्रा 
में मिल जाता है क्योंकि ऊसर जमीन में इसकी बहुत कमी होती है । पाइराइट द्वारा बना प्त,50, धान के 
पुश्नाल को आसानी से सड़ा देता है। इस तरह से मृदा संगठन, संरचना, वायु संचार, जीवाणभों की 
क्रियशीलता, जलधारणा क्षमता एवं अन्य भौतिक गुणों में काफी सुधार आरा जाती है। पूर्वी उत्तर 
प्रदेश के कृषकों के यहाँ पुआ्राल' पर्याप्त मात्रा में एवं सस्ते दर पर मिल जाता है। 


उपयुक्त परिणामों के श्राधार पर कृषकों के यहाँ प्रदंशव किये गये जिसके फल सारणी 2 में 
दिग्ने गये हैं । पहली ही बार पाइराइट का प्रयोग करने से 45 कु०/हे० धान की उपज मिली, वर्तमान 
समय में भूमि अच्छी तरह से सुधर गईं है तथा कृषक प्रन्य उपजाऊ मूमि की तरह इस पर भी खेती कर 
रहे हैं। इस प्रकार ऊसर सुधारने के (लिये अनुमानित लागत रु० 500 से 600 रु० प्रति हेक्टर 
अ्राती है । 


कृतल्ञता-झञापन 


डा० राम कृष्ण, तत्कालीन के कृषि निदेशक को हम हादिक धन्यवाद <देते हैं, जिन्होंने ऊसर 
सुधार पर काय करने हेतु प्रोत्साहित किया | हमारा हादिक धन्यवाद श्री जग्गी, प्रबंध निदेशक, पाइ- 
राइट्स फास्फेट एण्ड केमिकल्स लि०, डेहरी आनसोन, रोहतास, बिहार को भी है जिन्होंने प्रयोग एवं 
प्रदर्शन हेतु नि:शुल्क पाइराइट प्रदान किया । वास्तव में श्री. शंकर राम उप विकास आयुक्त (सम्प्रति 
इलाहाबाद में) वाराणसी के हम बहुत ही आाभारी हैं जिनकी लगन निष्ठा एवं अथिक परिश्रम के फल- 
स्वरूप यह नया तकनीकी ज्ञान शीघ्र ही कृषकों के खेत पर पहुँचाया जा सका । 


निर्देश 
]. इण्डि० कौसिल० एग्री० रिसचे, सॉाँयल टेस्ट० इन इण्डिया, 967, 38-5 
2, रसेल, ई० वाल्टर, 80] 0०ाकांगणा क्ात शिक्षा ह7/0४0, 96], 282-284 


3. एब्राल, आई० पी० तथा डरगन के० एस०, इण्डि० फारसि०, जुलाई 974 
47 8 
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एब्राल, आई० पी०, गौल बी० एल० तथा आचार्या, सी० एल०, इण्डि० फाॉमसि०, जुलाई, 975 
डरगन, के० एस०, तथा अन्य इण्डि० फासि०, सई, 973 
एब्रोल, आई० पी०, फर्टि० न्‍यूज, 974, 9 (2) 


मेहता, के० के ० तथा एब्राल, आई० पी०, इण्डि० फासि०, अप्रैल, 975 


४[व33 २०१5॥39 6 ४ ॥059॥ 6 3॥ ?38६॥] [८8 
४०. २0, ३०. 4, 0८८006०, ।977, ?३४०६ 357-36। 


सलायकोलिक अम्ल हारा निर्मित नीले परक्रोमेट के अपधघटन 
उत्पाद का अध्ययन 


बी० एस० एल० तिवारी तथा बी० एस० राजपृत 
रसायन विभाग, शासकोय विज्ञान महाविद्यालय, रोंवा 


तथा 
आर० सी० राय 
सागर विश्वविद्यालय, सागर 


[प्रपप्त--जनवरी 3], 977 ] 
सारांश 


ग्लायकोलिक शअ्रम्ल से निर्मित नीले परक्रोमेट के श्रपघटन' उत्पाद का अध्ययन सामान्य विश्लेषण, 
क्रोमेटोग्रेफी, वर्णमिति, अ्रवरक्त स्पेक्ट्रम एवं चुंबकीय प्रवृत्ति मापन द्वारा किया गया। इससे ज्ञात हुआ 
कि उत्पाद ऐसा योगिक है जिसके घनायनिक एवं ऋणायनिक भागों में क्रोमियम उपस्थित है तथा घना- 
यनिक क्रोमियम के साथ ग्लायकोलेट आयन सहसंयोजित है | यौगिक क्रोमियम की मिश्चित ऑकक्‍्सीकरण 
अवस्थाओं का उदाहरण प्रतीत होता है । 


0892८ 


+ डघतए ० 6 0९एणाए०अव0णा फाणताट एण श्र शाह फश'्राणातब्रांड छ/शृक्रारप ग॥ ए76- 
इशा०6 ण शीएलणांल बलंव, 27 8. (७. ।., पथ 000 8, $, िक्षुएए, (रीढ्मांएशा। ॥800 40768, 
(30ए2९7स्‍728708 806706 (८0॥826, २८०७४ 370 7२. ९, ए६, एशापटाशफए ० 99837, 3880. 


. नुफृ७ 6007790आ9707 970406 06 6 9]06 ए७7ए07०ए%/8 97699766 शांत शॉफएएणा6 800 
88 26०7 ॥ए9९४४290०06 छए ॥णाशतों धादफप्ड$5, 00730027970॥9, 00077677%9, ॥र 596०78 
&0 7827000 50506900970797 776885प 78767... 7 8प्82683 068 छ706000 ६0 08 8 007770 प्रात 
॥#9ंग2 जाएणागांपा) कक व बलंदीए 85 जी 85) 0480 एकए४. का इए९00॥6707 एथाएड़ 000व- 
79[९06 णञं ॥76 995370 ए70्रंपा, ॥6 20790०7706 8062078 [0 026 &॥ ०ए६॥०06 ० काइटत 
ठडञांव्रा0ा ४४४68 0 ए70शांप्रए. 
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विभिन्न कार्बनिक एवं अकार्बनिक अम्लों द्वारा निर्मित नीले परक्रोमेटों के अपधटन उत्पादों का 
अध्ययन कई शोधकर्ताओं ने प्रस्तुत किया है । 7-४ प्रस्तुत प्रपत्र में ग्लायकोलिक श्रम्ल द्वारा निर्मित 
नीले परक्रोमेट के अपघटन उत्पाद का विस्तृत अध्ययन प्रस्तुत किया गया है। साथ ही इस उत्पाद का 
सामान्य संरचना सूत्र भी प्रस्तावित है । 


सभी प्रयुक्त रसायन वेश्लेषिक कोटि के थे तथा ईथर को परावसाइड मुक्त कर लिया गया था । 
समस्त विलयनों को प्रयोग करने के पूर्व ठंडा कर लिया गया था । 


नीला परक्रोमेट बनाने के लिए (5%) पोटेशियम डाइक्रोमेट (25 मिली ०), /४ ग्लायकोलित 
अम्ल (25 मिली० ), ईथर (20 मिली०) तथा 20 आयतन वाले हाइड्रोजन परावसाइड (5 मिली० ) 
को मिलाया गया । नीली ईथरीय तह को श्रलग कर उसे हिमशीतल जल से कई बार घोया गया जिससे 
अ्रशुद्धियां दूर हो जाये । अन्त में उसे हिमशीतित्र में 2-3 घंटे रखा गया जिससे ईथर में मिला जल जमम- 
कर अलग हो जाए। प्राप्त नीले परक्रोमेट को एक शुष्क बीकर में श्रपघटित होने के लिए रख दिया गया। 
लगभग दो दिलों बाद भूरा-काला चिपचिपा पदार्थ प्राप्त हुआ जिसे ईथर से कई बार घोकर 40"(] प्र 
सुखाने से काले रंग का श्रक्रिस्टलीय पदार्थ मिला । 


विश्लेषण : उपर्युक्त अपघटन उत्पाद की निश्चित मात्रा को २४ ]२४०) में विलेय कर घिलयन 
को जल ऊष्मक पर ग्रमें करने से धनायनिक क्रोमियम (7 (09), के रूप में अवक्षेपित हो गया । इसे 
(५0; के रूप में श्राकलित किया गया। “2 पीले रंग के छनित का 4 ॥ पट] एवं एथिल ऐल्कोहल 
द्वारा अपचयन कर ऋणायनिक क्रोमियम का श्राकलन (7५05 के रूप में किया गया । कार्बत तथा हाइ- 
ड्रोजन का श्राकलन दहन विधि से किन्तु श्रॉक्सीजन का आकलन श्रंतर विधि द्वारा किया गया। प्राप्त 
परिणामों को सारणी | में दर्शाया गया है । 


साररगी ॥ 


तत्वों की प्रतिशत मात्रा 
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घनायनिक ऋणायनिक 
( (7 ( प्त () 
95-87 ]9 82 6-44: 3-4.6 5] *4.] 
95-89 ]2:86 7*8 3-5] 50-56 


23-88 42 922 85*065 2358 5] "97 
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क्ोमेटोग्रे फिक तथा वर्णमितीय अध्ययन : अ्रपघठन उत्पाद की निश्चित मात्रा का कुछ बूँद तनु सलफ- 
यूरिक भ्रम्ल की सहायता से जलीय विलयन बनाकर, डावेक्स-50 (४०) तथा ऐम्बरलाइट-20 (१४०) 
रेजिन द्वारा विनिमय किया गया । धनायनिक क्रोमियम का निक्षालन (इल्यूशन) 0% सोडियम क्लो- 
राइड विलयन द्वारा किया गया । प्राप्त, निक्षालन द्रव (इल्यूएट) नीले-बैंगनी रंग का किन्तु छनित (इफल्यूएन्ट) 
पीले रंग का था ॥ इनमें क्रमश: घनायनिक एवं ऋणायनिक क्रोमियम की संयोज्य अवस्थाओ्रों का निश्चयत 
क्रोमेटोग्रेफिक विधि द्वारा किया गया। 7०४7 तुलना के लिए क्रोमिक सल्फेट, क्रोमिक क्लोराइड, 
पोटेशियम क्रोमेट तथा डाइक्रोमेट विलयनों के भो 2/ माव निकाले गए। यह पाया गया कि इल्यूएट 
अर्थात्‌ धनायनिक क्रोसियम के #९/ मान (0:63-0:635) क्रोमिक सल्फेट तथा क्लोराइड के समान थे 
जबकि इफल्यूएन्ट अर्थात्‌ ऋणायनिक क्रोमियम के मान (0.304-0:80) पोटेशियम क्रोमेट जेसे थे । 


इल्यूएट को सोडियम हाइड्रॉक्साइड द्वारा क्षारीय बनाकर 00 आरयतन हाइड्रोजन पराक्साइड 
से ऑक्सीकृत किया और वॉस एवं लॉम्ब स्पेक्ट्रातिक-20 वर्णमापी की सहायता से उसका प्राकाशिक 
घनत्व (0:52-0:56) ज्ञात कर लिया । इफल्यूएन्ट का प्राकाशिक घनत्व पहले अनॉक्सीकृत अवस्था में 
(0:25-0.27) और फिर इल्यूएट की तरह भ्रॉक्सीकृत अवस्था में (0:25-0-:28) ज्ञात किया गया। इस 
मापन से यह स्पष्ट हो गया कि घतायनिक एवं ऋणायनिक क्रोमियम का अनुपात 2: का है तथा उत्पाद 
के ऋशणायनिक भाग में केवल (४7(५४१) उपस्थित है । 


पोटेशियम आयोडाइड से क्विया : इल्यूएट जलीय पोटेशियम आयोडाइड से केवल ऑक्सीकृत 
अ्रवस्था में ही आयोडीन विस्थापित करता है जबकि इफल्युएन्ट द्वारा ऑक्सीकृत भ्रवस्था के साथ-साथ 
अनॉक्सीकृृत अवस्था में भी श्रायोडीन विस्थापित होता है । आयोडोमिति पद्धति से अनुमापत्त करने पर 
इल्यूएट (ऑक्सीकृत) तथा इफल्यूएन्ट (अनॉक्सीकृत एवं ऑक्सीकृत) के लिए जो अनुमाप-मान प्राप्त होते 
हैं उनका अनुपात 2:] का पाया गया है । 


अवरक्त स्पेकंट्स : अपघटन उत्पाद का अवरक्त स्पेट्रम 4787 डिस्क विधि से पाकित-एल्मर, मॉडल 
237, स्पेक्ट्रममापी द्वारा प्राप्त किया गया । प्रमुख अवरक्त बेड निम्नलिखित आवृतियों (४-7) पर 
पाए गए :-- 

3600-2890 (77040 70725778 शांत गषाण० ), 625-575 (9. 60फ096६ शत 8[0प- 
व७७), 425 (8), 890 (ऋ०णव१७०), 255 (8), 950-928 (४४. १०ए०४६), 7390 (५). 


चुंबकीय प्रवृत्ति मापन : यह 250 पर ग़ोये की विधि द्वारा किया गया तथा श्रपघटन उत्पाद के 
प्रति ग्राम चुंम्बकीय प्रवृत्ति का मान +23:6 &0 | ग्राम पाया गया । 


विवेचन 


सारणी ] के आ्लॉँकड़ों, क्रोमेटोग्रैफिक वर्णमितीय अध्ययन तथा जलीय पोटेशियम श्रायोडाइड से 
अपघटन उत्पाद की क्रिया से यह स्पष्ट हो जाता है कि उत्पाद के घनायनिक भाग में 0४ (7)/07 (77) 
किन्तु ऋणायनिक भाग में ०४ (५7) उपस्थित है और घनायनिक एवं ऋणायनिक क्रोमियम का अनुपात 


360 बी० एम० एल० तिवारी, बी० एस० राजपूत तथा झ्रार० सी० राय 


2:] का है । अपघटन उत्पाद के धनायनिक भाग में 0० (५४7) के कम संयोज्य अवस्था में क्रोमियम उप- 
स्थित होने की पुष्टि उत्पाद के चुंबकीय प्रवृत्ति से भी हो जाती है । चुंबकीय प्रवृत्ति का घनात्मक मान 
उत्पाद के श्रनुचुंबकीय होने को प्रमाणित करता है । 


उपर्यक्त अध्ययनों के आधार पर अपघटन उत्पाद का मुलानुपाती सूत्र 077५. (४, (४७. सिं8४- (०७ 


हो सकता है जिसमें 3 एवं 5 का प्र्थ क्रमशः घनायनिक तथा ऋणायनिक क्रोमियम से लिया जाना 
चाहिये । 


उपलब्ध साहित्य 7*:थ के अनुसार अपघटन उत्पाद का भ्रवरक्‍त स्पेक्ट्रम उत्पाद में जालक 
जल (3600-2890 छा). 000- समूह के भ्रसममित एवं सममभित तनन बेंड ([625-575, 
]425 तथा ]890 ००४४-००), ऐल्कोहलिक हाइड्रॉक्सिल समूह (255 ०7) तथा घातु-ऑक्सीजन 
बंध के साथ-साथ 070,?- आयन (950-928 एवं 790 ०००") की उपस्थित का संकेत देता 
है । इससे स्पष्ट है कि उत्पाद के घनायनिक क्रोमियम के साथ ग्लायकोलेट श्रायन जुड़ा हुआ है । कार्बन, 
हाइड्रोजन तथा ऑक्सीजन की प्रतिशत मात्रा (सारणी ) से पता चलता है किग्लायकोलेट आयन की' 
संख्या केवल एक ही हो सकती है । 


इस समस्त तथ्यों के आधार पर भ्रपघटन' उत्पाद का सामान्य प्रस्तावित श्रणुसूत्र निम्त प्रकार का 
हो सकता है :-- 


कऋशय (ठप,0पट00)0. कप (0,. 5 5,0 


इस अण सूत्र एवं प्राप्त चुंबकीय प्रवृत्ति से बौर मेग्नेटान का मान 47765 820 आता हैं। यह 
मान (४ (7) यौगिकों के मान से मिलता-जुलता है । इस सूत्र के आधार पर यौगिक क्रोमियम कौ 
मिश्वित ऑक्सीकरण श्रवस्थाओं का उदाहरण प्रतीत होता है । 


कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक अवरवत स्पेक्ट्रा तथा चुंबकीय प्रवृत्ति मापन हेतु सुविधा प्रदान करने के लिए डा० एम० 
डी० कारखानावाला, अ्रध्यक्ष, रसायन शास्त्र डिवीजन, भाभा परमाणु अनुसंधान केन्द्र, ट्रांबे के आभारोी हैं । 
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विभिन्‍न सभयों तक रखे गये दाल तथा तेलवाली फसलों के बीजों से 
पृथक किये गये कब॒क 
दीनानाथ शुक्ल तथा सोसेश्वर नाथ भागेंव 





वनस्पति विज्ञान विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय 


[ प्राप्त--भक्टूबर 8, 976]| 
सारांश 


इलाहाबाद व इसके निकट्तम बाजारों से फंसियोलस मुंगो, फंसियोलस आरिअस, केजानस 
केजान, साइसर एराईटिनम, लाइनम यूसीटेटीसिमस, सिसेमस इन्डीकम, ब्रेसिका नाइग्रा तथा रिसीनस 
कम्युनिस के बीज इकट्ठे किये गये । बीजोढ कवकों को पृथक करने के लिये सोख्ता तथा अगार प्लेट 
विधियाँ कम में लायी गयीं । यह देखा गया कि विभिन्न स्थानों व समयों तक रखे गय कवकों की संख्या 


व प्रकारों में विभिन्नता थी । एक से ढाई वर्ष के बीच रखे गये बीजों से सर्वाधिक कवक पृथक 
किये गये । 


47879८ 
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बना लेते हैं। तरह तरह के बीजों में मी उतकी संख्या असमान होती हैं। बीजोढ़ कवकों की यह 
विभिन्‍नता, बीजों के भौतिक व रासायनिक गुणों, कृषि की विधियों, बीजों को रखे जाने वाले स्थान व 
वहाँ की जलवायु सम्बन्धी विशेषताओं के कारण होती हैं। ताजे बीजों व कुछ समय तक रखे गये बीजों 
के बीजोढ कवकों में भी अ्रसमानता पाई जाती है। हमारे देश में मिश्रा श्रौर कनाउजिया / ने तेल वाली 
फसलों के बीजों को लेकर उन पर पाये जाने वाले कवकों की विभिव्नता का उल्लेख किया है । प्रस्तुत 
शोध-प्रपन्र में दाल वाली तथा तेलवाली फसलों के बेजोढ कवकों की विभिव्नता पर प्रकाश डाला गया है । 


प्रयोगात्मक 


इलाहाबाद व इसके निकटतम बाजारों एवम्‌ कृषकों से उद्द(फंसियोलस मुंगो एल०), मूंग 
(फेसियोलस आरिअस राक्स ब०), अरहर (केजानस केजान मिल-साप), चना (साइसर एराईटिनस एल०) 
मटर (पाइसम सटाइवम एल० ), अलसी (लाइनम यूसीटेटीसिसस एल० ), तिल (सिसिसस इन्डीकस्त एल०), 
काली सरसों (ब्रैसिका नाइग्रा कोच०), तथा रेंडी (रिसीनस कम्यूनिस एल०) के बीज इकट्टे किये गये । 
कच्चे व प्रधपके बीजों को वनस्पति विज्ञान विभाग, प्रयाग विश्वविद्यालय, प्रयाग के फार्म व गंगा व 
यमुना के तट के खेतों से इकट्ठा किया गया । बीजोढ़ कथकों को पृथक करने के लिये सोरुत! व अगार 
प्लेट विधियां काम में लाईं गयीं । पेट्रीप्लेट अंधेरे में 25-20 से० ताप पर 7 से 0 दिन तक 
रखी गयीं । अन्तबीजोढ कवकों को पृथक करने के लिये बीजों को 0-] प्रतिशत मरक्यूरिक क्लोरापइड 
के घोल में दो मिनट तक डाल कर उसके बाद जीवाणुहनित आायुत जल से भली भांति घोकर ही इन्क्यूबेट 
किया गया । पृथक किये गये कवकों को विशुद्ध संव्धे प्रविधि से शुद्ध करके चोटे व आल-डेक्सद्रोर-ग्रगार 
माध्यम पर उनके पुन: अध्ययन व परजीविता सिद्ध करने के लिए रखा गया । 


परिणाम तथा विवेचना 


सारिणी ! में विभिन्‍त समयों तक रखे गये, दालवाली तथा तेलवाली फसलों के बीजों से पृथक 
किये गये बीजोढ कवकों के नाम व उनकी प्राप्ति का प्रतिशत दिया गया है । यह पाथा गया कि कच्चे 
बीजों से कोई भी कवक पृथक नहीं किये जा सके । यह कमी सम्मवत: उसमें अधिक जल की मात्रा तथा 
भोज्य तत्वों के रासायनिक परिवतंनों व उन्तकी कमी के कारण होती है। जैसे-जैसे बीजों के रखे जाने 
का समय बढ़ता है वंसे-वेसे ,उन पर पाये जाने वाले कवकों के प्रकारों एवं संख्या में भी वद्धि होती 
जाती है । किन्तु यह वृद्धि एक निश्चित श्रवधि तक ही सीमित होती है । बीजों में पाये जाने वाले पोषक' 
तत्वों तथा जल की कमी से बीजोढ कवक पूर्णतः प्रभावित होते हैं। यही कारण है कि एक वर्ष से लेकर 
25 वर्ष तक की अवधि तक रखे गये बीजों में कवक श्रत्यधिक संख्या में पाये गये किन्तु 2:5 वर्ष के बाद 
उनके प्रकारों तथा संख्या में कमी होती गयी । तीन वर्ष की श्रवधि के बाद एस्परजिलस तथा फ्यूजे रियम 
कवकों की प्रजातियाँ ही प्रथक की गयीं । 


यह देखा गया कि भ्रेसर द्वारा मेंड़ाई की गई फसलों के बीजों में कवकों द्वारा प्रभावित बीजों का 
प्रतिशत अधिक रहा। श्रेसर द्वारा निकाले गये अधिकांश बीजों की वाह्य पर्त प्राय: कट-पिट जाती है 
जिससे ये बीज पुनः बुआई के लिए बलों द्वारा निकाले गये बीजों की श्रपेक्षा उत्तम नहीं होते हैं । खूले 


बीजों से पृथक किये गये कवक 967 


स्थानों में रखे गये बीजों से कवक अधिक संख्या में पृथक किये गये क्‍योंकि ये वीज् खुली हवा के सम्पर्क 
में रहने से वातावरण की नमी तथा कवक-बीजाणुओं से प्रभावित होते रहते हैं । मिट्टी के कच्चे वर्तंत 
(जिन्हें कोठिला कहते हैं) में कीड़े कम किन्तु कवक अधिक पाये गये जबकि खत्ती (भूमि के अन्दर बना 
गढ़्ढा) में कीड़ों की संख्या अधिक किन्तु कवक नाम मात्र को पाये गये । बोरों में मर कर जो बीज भूसे 
(गेहूँ तथा जो का भूसा) में रखे गये थे उन बीजों में कवकों तथा कीड़ों की संख्या अल्पतम पायी गयी । 
ठिन के बड़े बतंनों में रखे गये बीजों में कवकों द्वारा प्रभावित वीजों का प्रतिशत सवसे कम रहा जब 
कि खूली फर्श पर रखे गये बीजों में कवकों द्वारा प्रभावित बीजों का प्रतिशत सर्वोपरि रहा । दालों में 
भी कवकों का संक्रमित प्रतिशत अत्यन्त कम रहा । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकद्दय डा० जोन्सन, निदेशक, कामनवेल्थ माइकोंलोजिकल इन्स्टीट्यूट क्यू, यू० के० को 
विभिन्‍न प्रकार के बीजोढ कवकों को पहचानने के लिए तथा वनस्पति विज्ञान विभाग, इलाहाबाद विश्व- 
विद्यालय के श्रध्यक्ष प्रो०ण डी० डी० पन्‍न्त के क्ृतज्ञ हैं जिन्होंने शोध कार्य की उचित सुविधाएँ प्रदान की । 
प्रथम लेखक विश्वविद्यालय अनुदान आयोग का श्रारथिक सहायता प्रदान करने के लिए चिर आभारी हैं। 


निदेश 


].. मिश्रा, आर० आर० तथा कनौजिया, आर० एस०, इण्डियन फाइटोपथोलोजी, 973, 26, 
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अर्द्ध सरस्थली भाग के कुछ पौधों के पुष्प बर्णकों का वर्णलेखी अध्ययन-ा 


प्रेम शंकर त्रिपाठी, सुरेश चन्द्र आमेटा तथा महेद्ध पाल सिह रास्ावत 
से० म० बि० राजकीय महाविद्यालय, नाथद्वारा 


[प्राप्त--जनवरी 22, 977| 
सारांश 


प्रस्तुत टिप्पणी में कुछ नवीन पुष्प वर्णकों का उल्लेख है जिन्हें भ्रद्धे मरुस्थली भाग के पौधों के 
बंगती पुष्पों से पृथक करके वर्णलेखी विधि से पहचाना गया । 
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यह उल्लेख मिलता है कि पुष्प वर्णाक फ्लोरोक्रोम 7, थ है। भ्रभी तक श्रर्द-मरुस्थली पौधों के 
पृष्प वर्णकों का ठीक से अध्ययन नहीं हुमा हैं । पुरोहित तथा आमेटा (० ने कुछ पौधों पर कार्य किया 
है । प्रस्तुत अध्ययत इसी क्रम में किया गया है। इस कार्य हेतु कुछ बंगनी पुष्पकों वाले पौधों को ही 
चना गया । 


प्रयोगात्मक 


श्रद्धं मसस्थली भाग के बैंगनी पुष्पों वाले पौधों के पुष्प श्रंगों को एकत्र करके उन्हें 25 मिली ० 
मेथेनॉल' से निष्कर्षित किया गया, जिसमें % 90] मिला था। पुष्प के अंगों को निष्कर्षक के सम्पक में 
8 घंटे रखने के बाद छान लिया गया । छनित को सान्द्रित करके वर्णकों को वर्णलेखन के लिये व्हाटमेन 
नं० ] पत्र में बिन्दु अंकित किया गया । इसके लिये #-ब्युटेनॉल, ग्लेशियल ऐसीटिक अम्ल तथा जल को 
4:]:5 के अनुपात में रखा गया । पृथक्क्ृत पुष्प वर्णंकों के वर्णलेखों को श्रमोनिया वाष्प, १९४९०, ] ;० 


370 प्रेम शंकर त्रिपाठी, सुरेश चन्द्र आमेटा तथा महेन्द्र पाल सिंह राणावत 


पट्टा से उपचारित किया गया और विभिन्‍न जाति के पौधों की रंग आभाओं (शेडों) को दिन के प्रकाश 
में देखा गया । 7) उपचारित तथा अनुपाचारित वर्णलेखों की रंग श्राभाश्रों के /१/ मान सारणी में 


भ्रंकित हैं । 
सारणी +7 


अद्धंमरुस्थली प्रदेशों के पौधों से प्रथकक्कत पुष्पवर्णकों के 77/ मान तथा रंग आभाषें 





कार फोन क्रआाउककापपकसनाकर का ॥। 





पौधे की जाति मान रंग आभायें. रंग आभायें (उपचार के बाद) 
(अनुपचपरित ) अमोनिया वाष्प 

स्प्रगुला आवेन्सिस 048 हल्का पीला! हल्का हरा, पीत 
सोलेनम सुरटेन्स 0-] बंगनी नीला, पीत, गुलाबी 

के 0-40 हल्का पीला हल्का हरा पीत 

हर 0"-62 गहरा पीला गहरा पीत, पीत, हल्का पीत 
जेकेरेन्डा साइमोसीफोलिया 0:06 हल्‍का पीला हरा पीत 

7 0-26 बंगनी नीला पीत गुलाबी 

4 0*42 पीला पीत पीत 

विवेचना 


स्परणुला आरवेन्सिस में केवल एक वर्णांक पाया गया, जिसका #/ मान 048 है। यह हल्का 
पीला होता है, जो अमोनिया वाष्प से उपचारित होने पर हल्का हरा रंग देता है। जो पीला घब्बा 
झमोनिया वाष्प के उपचार पर भी पीला रहा (४/--0-42 जे० माइमोसीफोलिया में ) वह उसमें फ्लेवो- 
नाल की उपस्थिति बताता है । जिन घब्बों का रंग अमोनिया वाष्प से उपचारित करने पर नीला तथा 
]% पस्रछा से उपचारित करने पर गुलाबी हो गया, वह उनमें ऐंथोसायनिन की उपस्थिति का सूचक है । 


कृतज्ञता-ज्ञापन 


लेखक, प्रो० विनय शर्मा के अत्यन्त श्रामारी हैं जिन्होंने इस कार्य में अपने परामर्श से सहायता 
पहुंचाई । 


निदश 
. रामन, सी० वी०, करेंट साइंस, 969, 38, 79 
2. वही, वही, 969, 38, 457 
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क्य ३ 


तेले-तेलम्‌ पायसों का प्रावस्था व्युत्कमण 


महेश कुमार शर्मा 
यंत्र अनुसंधान एवं विकास संस्थान, देहरादून 


[प्राप्त--अप्रैल 27, 977 ] 
सारांश 


तैले-तैलम्‌ पायसों (निर्जेल पायस) को मोनोक्लोरोबेंजीन और एथिलीन ग्लाइकोल-दो निर्जल 
प्रावस्थाओं और ट्वीन 80, ट्वीन 20, स्पैन 80 तथा 60 पायसीकारकों द्वारा निर्मित किया गया हैं। इन 
पायसों के प्रावस्था व्युत्क्रमण पर परिक्षिप्त प्रावस्था आयतन और पायसीकारक साच्द्रण के प्रभाव का 
अध्ययत किया गया है। यह पाया गया है कि किसी पायस की व्युत्कमण सानद्रता केवल सापेक्ष 
प्रावस्था सान्द्रताओं पर ही निर्म र नहीं करती वरन्‌ पायसीकारक की सान्द्रता और स्वरूप भी उस पर 


ग्रपना प्रभाव डालते हैं । 
हर |॥ 8: ७ 
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एक पूव्े प्रपत्र 7! में यह दर्शाया गया है कि समान्य जले-तेलम्‌ (णोना॥-ण००ण) और तले-जलम्‌ 
(४६००-१४-०) पायसों के अतिरिक्त एक नये तीसरे प्रकार के तैले-तेलम्‌ (०ं]-०-०) पायस भी बनाये 
जा सकते हैं। इन नये तैले-तैलम्‌ पायसों (निर्जेल पायस) में दो निर्जेल अमिश्रणीय द्रव, आन्तरिक और 
बाह्य प्रावस्थाओं के रूप में और पृष्ठ सक्रियक पायसीकारक के रूप में होते हैं । 
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पायसों का प्रावस्था व्युत्करमण [थ भ्रर्थात्‌ प्रावस्थाओं का आकस्मिक व्युत्कमण जिससे जले-तेलम्‌ 
पायस का तैले-जलम्‌ पायस में श्रौर तैले-जलम्‌ पायस का जले-तैलम्‌ पायस में परिवर्तत हो जाता है, 
श्रत्यन्त महत्वपूर्ण प्रक्रम है, क्योंकि अनेक व्यावसायिक पाग्रसों के निर्माण में पहले श्रारंभिक रूप से 
“प्रतिलोम” प्रकार के पायस तैयार किये जाते हैं जिनका वांछनीय प्रकार के पाय्रस में वपृत्कमण उस 
प्रावस्था को मिलाकर किया जाता है जो अंत में बाह्य प्रावस्था होती है। यह प्राय: देखा गया है कि 
पायसों का निर्माण इस विधि से करने पर अल्पतम विलोड़न से ही अधिक स्थायी परायस बन जाते हूँ 
जिनमें पायस के प्रौसत बिन्दुक भ्राकार लघृतर होते हैं । पायसों के व्युत्क्रमणा की परिघटना से पायसों 
के स्थायित्व की दशाओं के विषय में भी महत्वपूर्ण जानकारी प्राप्त होती है । 


निर्जेल पायसों के पिछले कार्यों के क्रम में ४-९ प्रस्तुत श्रन्वेषण में तैले-तैलम पायसों के प्रावस्था 
व्युत्कामण (श्रर्थात्‌ 0,/0, पायस का 0,/0, पायस में आकस्मिक परिवर्तत और विलोमतः:) पर 
परिक्षिप्त प्रावस्था श्रायतन तथा पायसीकारक सानद्रता के प्रभाव का वर्णान किया गया है । 


प्रयोगात्मक 


तेले-तेलम्‌ पायसों को निर्मिति में मोनोक्‍्लोरोबेजीन (0,; बी डी एच) भ्रौर एथिलीन ग्लाइकोल 
(0,; बी डी एच) दो निर्जल प्रावस्थाग्रों के रूप में उपयोग किये गये श्रीर इन पायसों का स्थायीकरण 
पॉलिश्रॉक्सीएथिलीन सॉबिटन मोनोश्रोलिएट (ट्वीन 80; के एल), पॉलिऑक्सीएशिलीन सॉबिटन 
मोनोलॉरेट (ट्वीन 20; के एल), सॉबिटन मोनोओलिएट (स्पेन 80; ए आई पी) तथा साबिटदन मोनो- 
स्टिएरेट (स्पेन 60; ए आई पी) पायसीकारकों द्वारा किया गया । प्रत्येक पायसीकारक थी सान्द्रता को 
.0 और 5.0% (पायस का 77/2%) के मध्य में परिवर्तित किया गया। परायसीकरण से पहले, 
पायसीकारक को दोनों निजल प्रावस्थाओं में एक ज्ञात प्रतिशत साख्वता पर घोला या परिक्षेपित किया 
गया ताकि सम्पूर्ण पायसीकारक सान्द्रता, प्रावस्था व्युत्क्मण के पूर्ण प्रयोग में स्थिर रहे । 


(,/0, से ०,/0, पायस के व्युत्कमण के अध्ययन में मोनोक्लोरोब्रेंजीम प्रावस्था को एथिलीन 
ग्लाइकोल प्रावस्था की एक ज्ञात मात्रा में धीरे-बीरे पदों में मिलाया गया श्र मिश्रणा को मली-भांति 
हिलाया गया । इस प्रकार से प्रारम्भ में 0,/0, पायस निर्मित हुआ। मोनोक्लोरोबेजीन प्रावस्था की 
एक निश्चित मात्रा मिलाने के पश्चात्‌, मोनोक्‍लोरोबेंजीन, एथिलीन ग्लाइकोल और अनायनिक पृष्ठ 
सक्रियक के विषमांगी मिश्रण का ब्रॉन इमल्सेटर की सहायता से पायसीकरण किया गया। मोनोवलोरोबेंजीन 
प्रावस्था को पदों में तब तक डाला गया और मिश्रण का पायसीकरण किया गया जब तक कि 0,/0, 
पायस का 0,/0, पायस में व्युत्क्रमणा नहीं हो गया । 0,/0, पायस का व्युत्कमण प्रतिलोम विधि द्वारा 
किया गया । 


व्युत्क्रमण के लिये आवश्यक प्रावस्था का सारद्रण अर्थात्‌ पायस प्ररूप, रंजक विलेयता विधि 7 
द्वारा ज्ञात किया गया । ऐनोडल डीप ब्लेक डबल्यू ए एम (एथिलीन ग्लाइकोल में घुलनशील तथा मोनो- 
क्लोरोबेंजीन में अघुलनशील ) और फास्ट ब्लू बी बी बेस (मोनोक्‍्लोरोबजीन में घुलनशील तथा एथिलीन 
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ग्लाइकोल में भ्रघुलनशील ) रंजकों को प्रत्येक पायस के दो भिन्न भिन्न भागों में मिलाया गया और 
मिश्रण को धीरे से हिलाया गया । यह पाया गया कि यदि सम्पूर्ण पायस में रंजक का रंग फैन गया तो 


वह प्रावस्था जिसमें रंजक घलनशील था, संतत थी और यदि पायस में रंग असंतत रूप में दिखाई दिया 
तो प्रावस्था परिक्षिप्त थी । 


परिणाम तथा विवेचना 


चित्र-] (ए, बी) में 0,/0, से 0,/0, पायसों के व्युत्कमण के लिये, व्युत्क्मशा प्रावस्था सान््रता 
पर पायसीकारक सान्द्रता का प्रभाव दर्शाया गया है। दो पृष्ठ सक्रियक (ट्वीन 80 तथा ट्वीन 20) के 
आंकड़े :0 से 5.0% तक पायसीकारक सान्द्रता पर दिये गये हैं । व्युत्क्रमण पर प्रावस्था सानद्रण का मान 
मोनोक्लोरोबेंजीन प्रावस्था के आयतन प्रमाजों के रूप में दिया गया है। चित्र के वक़ों से यह देखा जा 
सकता है कि व्युत्कमण पर 6 का मान, सक्रियक सान्द्रण की वृद्धि के साथ साथ बढ़ता है। 
-॥९४६९५६।०0॥४ 
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चित्र | तैले-तैलम्‌ पायसों के व्युत्क्रमण प्रावस्था सांद्रण पर पायसीकारक 
सान््रता का प्रभाव 


0,/0, से 0,/0, पायसों के व्युत्क्रमण के लिये ब्युत्कमण श्रावस्था सान््रण पर पायसीकारक 
सान्द्रता का प्रभाव भी चित्र-] (सी, डी) में दिखाया गया है । यहाँ आंकड़े दो पृष्ठ सकियक (स्पैन 80 
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तथा स्पेन 60) की पायसीकारक सान्द्रता (:0 से 5:0% तक) के विरुद्ध, एथिलीन ग्लाइकोल प्रावस्था 
के आयतन प्रभाजों के रूप में दिये गये हैं। यहाँ भी पायसीकारक सान्द्रता के बढ़ने पर, व्युत्क्रमण पर 
$ के मान में वृद्धि होती है। 


इस प्रकार से तले-तेलम पायसों के प्रावस्था व्युत्क्मण' पर प्रस्तुत अन्वेषण यह दर्शाता है कि 
किसी पायस की व्युत्क्रमण सान्द्रता केवल सापेक्ष प्रावस्या सान्द्रताओं पर ही निर्भर नहीं करती है, परन्तु 
पायसीकारक को सान्द्रता और स्वरूप भी उस पर अपना प्रभाव डालते हैं । 
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कापर (प्र) तथा निकेल (7) के ग्लूटेसिक अम्ल तथा कुछ अन्य ऐमीनो 
अस्लों से निर्मित मिश्चित लिगेंडों के कोलेट 


रमेश चन्द्र तिवारो, मुनेन्द्र कुमार तिह तथा मनहरन नाथ श्रीवास्तव 
रसायन विभाग, इलाहाबाद विश्वविद्यालय, इलाहाबाद 
[प्राप्त--मई 4, 977 | 
सारांश 


कापर (7) तथा निकेल (7) के कुछ मिश्चित लिगडों के कीलेटों के निर्माण का अध्ययन विभव- 
मापी द्वारा किया गया है जिनमें ग्लटमिक अम्ल का व्यवहार एक प्राथमिक लिगड के रूप में, तथा 
ग्लाइसीन, ०-एलानिन, वेलीन अथवा ल्यूसीन का गौण लिगैंडों के रूप में किया गया है। मिश्चित कीलेटों 
के निर्माण के स्थिरांकों मान साधारणतः संगत सरल कीलेटों के [(, मानों से कम हैं । इसके अतिरिक्त 
ये मिश्रित ग्लूटेमेट कीलेटों के संगत मिश्रित ऐस्पार्टट कीलेटों से अपेक्षतया कुछ कम स्थायी हैं । 


% 0953८ 


जाएटत पशथात शात॥्र० बलंत काशबल5ड ० ०कुछएल (7) शाव ग्रांकधघश (ी) शीप्रधा।॥९5. 29 


7, ०. पाएशा, ४. #. छाए 200 /. , 58988998, (6णा587फ ॥26920776770, एगरॉएटशआ9 
० 0]]879090, 383790. 


एठाला60गलाएं० डाएता85 8208 86507966 7 6 णिशबाणा णए 6 ग्रांडत श840व 
००४९5 ०णी 0१7) व रत) शांगा इॉपॉशियांट 8८० 35 8 फाएद्वाए वदभाएं, 20व 29एीाव6, ८- 
8]877९, ५8|76 07 [6पघ०॥76 85 8$९०070 9 ग8%॥08, प्र '0074007॥ ०णा४878 07 6 77766 
०॥०8॥68 धा6 एथालाबीए [68588 एीक्षा 6 #, परशप8 0्ाी ८076890व978 शंागरए8 ०॥९25. 
एप्राधिला' (656 ॥ांज०त0 शीपराद्ा)4व० ०70865 दाल उढबाएटोए शाशाएए (658 ४40]6 0 00768- 
007079 8 प्र5०व 88[08779/6 ०6९9/68, 


पूर्वप्रकाशित प्रपत्रों में !, 2? श्रीवास्तव एवं उनके सहयोगियों ने कापर (7) तथा निकेल (7) 
के कुछ मिश्रित लिगेंडों के ऐसे कीलेटों का विभवमाषी अध्ययन किया था, जिनमें प्राथमिक लिगेंड के रूप 
में ऐस्पाटिक अम्ल का तथा ग्लाइसीन, एलानिन आ्रादि कुछ एक कार्बोक्सिलीय ऐमीनों अ्रम्लों का व्यवहार 
गौण लिगंडों के रूप में किया गया था। प्रस्तुत प्रपत्र में ग्लूटेमिक अम्ल का प्राथमिक लिगेंड के रूप में 
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व्यवहार किया गया है, तथा इस प्रकार निमित मिश्चित लिगेंडों के कीलेटों के स्थायित्व स्थिरांकों का 
परिकलन किया गया है । 


प्रयोगात्मक 
प्रयुक्त अभिकर्मक 


ग्लूटैमिक अम्ल (बी० डी० एच०), ग्लाइसीन (म्क), «-एलानिन (मर्क ), 72. वेलीन (मक ), 
[..ल्यूसीन (मर्क), कापर सल्फेट (अनालार बी० डी० एच०), निकेल सल्फेट (अनालार बी० डी० एच०), 
परक्‍्लोरिक अम्ल (रीडेल), सोडियम परक्‍्लोरेट (रोडेल), सोडियम हाइड्राक्साइड (एस० मर्क) । 


सभी विलयन कार्बन डाइआक्साइड से मुक्त शुद्ध श्रासुत जल में बनाये गये तथा उनका मानकीकरण 
उपयुक्त मानक विधियों द्वारा किया गया। पी-एच के मापनों के लिये लीड्स-ताभ्र प का पी-एच मापी 
(25? सें० पर) प्रयुक्त हुआ । 


अनुमापन विधि 
निम्नलिखित मिश्रण तैयार किये गये एवं प्रत्येक का पूर्ण श्रायतन 50 मिली० रखा गया । 


0) मा; अम्ल (0002४ परकक्‍्लोरिक अम्ल), (0) 7.,: प्रायमिक लिगंड (0:00[ऐथ ग्लूटेमिक 
अम्ल), (॥) 8: गोण' लिगेंड (0:00)५ ग्लाइसीव अ्रथवा ०-एलानिन अ्रथवा वेैलीन अथवा ल्यूनीन), 
(४) शा, 0०7) या ता) तथाग्लूटेमिक अम्ल का :] संकर (०) ४७ (८०(॥) या ।संध) के गोरण 
लिगेड के :] संकर) तथा (शं) शा, (000) या रा) के :7:] मिश्रित संकर) | सभी मिश्रण 
विलयनों की आयनिक सारद्रता निश्चित (0:] '४ सोडियम परक्‍लोरेट) रखी गई, तथा उनमें मुक्त 
परक्‍्लोरिक अम्ल की मात्रा मी समान (0:0020४) रखी गईं। इन भिश्वणणों का पुनः एक काबनिटठ से 
मुक्त मानक 0:2/४ सोडियम हाइड्राक्साइड विलयन द्वारा पृथक-पृथक पी-एच मापी अ्नुमापन किया गया। 
चित्र ] तथा 2 में क्रमशः 0ए() -लूटमिक श्रम्न-ग्लाइसीन, तथा 'था()-लूटेमिक अम्ल-ग्लाइसीन 
मिश्रित निकायों के पी-एच अनुमापन वक्र प्रदर्शित हैं। इसी प्रकार के अनुमापत्र वक़॒ अन्य गौण लिगैंडों 
यथा ०-एलानिन, वेलीन तथा ल्यूसीन के प्रयोग द्वारा भी प्राप्त हुये (चित्र 3) । 


इन चित्रों में उपयक्त मिश्रित निकायों के संयुक्त वक़् (८०००7००भआं(० ८प४०४) ४, ॥) श्री प्रदर्शित 
हैं। संयुक्त वक्रों की गणना इस आधार पर की गई है कि यदि इन निकायों में कोई मिश्वित कीलेट स 
बनता, और अनुमापन के मध्य केवल 00८7) अथवा 'ाता) के सरल :] (५, कीलेट तथा मुक्त 
गौण लिगेंड (0) की ही स्पीशीज़ उपस्थित होतीं तो अनुमापत वक्र की क्‍या स्थिति होती । इसप्रकार 
धर, कीलेट के अनुमापन वक्र में गौण लिगेंड ([.) के अनुमापन वक्र के ग्राफीय योग के द्वारा संयुक्त 
वक़् मिलता है। चूँकि मिश्रित निकायों के प्रयोगात्मक अनुमापन वक्र उनके परिकलित संयुक्त बढ़ों से 
नितांत भिन्न हैं, अतः इन निकायों में मिश्रित कीलेटों के निर्माण का आमास होता है। मिश्रित कीलेटों 
के स्थायित्व स्थिरांकों की गणना पू्ववणित विधि 7] द्वारा की गई है । 


सिश्चित लिगैंडो के कीलेट 979 
परिशाम तथा विवेचना 


चित्र । में : 0७(८7)-ग्लूटमिक अम्ल (७]), :700०()-ग्लाइसीन (१४४) तथा ::] 0एत) 
गलूटेमिक अम्ल-ग्लाइसीन (७.४) निकायों के अनुमापन वक्र प्रदर्शित हैं। 2४, अनुमापन वक् में 
लगभग 4 तुल्यांक (4०७4) पर नति-परिवतेन होता है, जिसके बाद लगभग 6-5 पी-एच के ऊपर वक्र कुछ 
नीचे विस्थापित हो जाता है। यह वह क्षेत्र है जहाँ हाइड़ाक्सी कीलेट (॥,(08) का निर्माण होता है। 
मिश्रित निकाय (७४॥.,5) के वक्र में 4 तुल्यांक पर कोई नति-परिवर्तेन नहीं प्राप्त होता, परन्तु (5-5) 
5 तुल्यांक पर एक स्पष्ट नति-परिवतंन दृष्टिगत होता है । इसके अतिरिक्त लगभग 3 तुल्यांक (४०-2) तक 
४].0 वक्र शा, वक़ के बिल्कूल सन्निकट चलता है, परन्तु 3 तुल्यांक से 5 तुल्यांक तक के क्षेत्र में 
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चित्र । कापर ()-ग्लटैमिक अम्ल- ग्लाइसीन लिकाय के पो-एच अनुमापत्र वक् 
पत्र: --0:0020 परक्‍्लोरिक अम्ल, 2:-ग्लाइसीन, 7-:“लूदमिक अम्ल 
४७ :--0०(77) तथा ग्लाइसीन (:) 
॥],: -- 0७(॥), तथा ग्लूटेमिक अम्ल (:) 
/],0: -- 0०(!), ग्लूटेमिक श्रम्ल तथा ग्लाइसीन (::]) 
(:-संयुक्त वक़्, 9:-तुल्यांक क्षार 
सभी लिगडों की सान्द्रतान-0-00[/५ 
? 2 
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इसमें बफर क्षेत्र अपेक्षतया निम्न पी-एच के मानों पर प्राप्त होता है, जो कि विशेष रूप से 4 से 5 
तुल्यांक के मध्य अ्रधिक स्पष्ट है। यह भी उल्लेखनीय है कि :। सरल कीलेटों (!७7१,, ४४) के 
विलयनों का रंग हरा-नीला होता है, जबकि मिश्रित निकायों के विलयनों का रंग गहरा नीला होता है। 
इसके अतिरिक्त मिश्रित निकायों के विलयन 0-5 पी-एच तक नितांत स्पष्ट रहते हैं, जब कि :] (| 
सलूटेमिक अम्ल के निकाय में 75 पी-एच से ही विलयन गंदले पड़ने लगते हैं, तथा लगभग 9 पी-एच पर 
स्पष्ट अवल्लेप प्राप्त हो जाता है। :7 0०(॥॥)-ग्लाइसीन निकाय में तो 65 पी-एच पर 0०(०॥४), 
का अवक्षेप आ जाता है, जिसका कारण यह है कि (०४ कीलेट क्षार से क्रिया करके (/५(०००), तथा 
(५४४ कीलेट में आ्रपघटित हो जाते हैं (४ । 


2 (पघ5+ -+-20प्ल---->प(08), + ७७८५ 


चित्र 2 में इसी प्रकार ]श()-ग'लूटेमिक अम्ल-ग्लाइसीन निकाय के अनुमापन वक्र प्रदर्शित हैं। 
इसके अवलोकन से यह स्पष्ट है कि इसमें ॥(], वक़ 6 पी-एच तक लगभग लिगेंड वक़् (7,) के साथ-साथ 
ही चलता है, और उसके पश्चात्‌ कुछ अधिक विस्थापित हो जाता है, और अंत में लगभग 4 तुल्यांक पर 
नति-परिवतंन दृष्टिगत होता है । मिश्रित निकाय ()७४॥./0) के वक्र में 4 तुल्याक' का यह नति-परिवर्तन 
अनुपस्थित है, और उसके स्थान पर 5 तुल्यांक (४७०5) पर नति-परिबवर्तन प्राप्त होता है। इसके 


| त 2 0 0 ल्‍कलनां+कनभभकलक% कुकर सभा ककनक छजक 4) के 40.३४ दया 





2. 
40.0 7 3 ८८ 
9.0 74 /॥॥ 
8.0 
! ५५ कक 
हि 2 
हम | 
#.... न 
* 6,0 ' 
0 |. ॥//' 
4 
््ा 
3.02 
“४ ् 
(० जुआ 


चित्र 2 निकेल (0)-ग्लूटंसिक श्रम्ल-ग्लाइसीन निकाय के पी-एच प्रनुापन वक़् 
(अन्य संकेतों का तात्पयं चित्र | के समान था) के निकाय के लिये हैं ।) 
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अतिरिक्त 3 तुल्यांक (४००3) , लगभग 5-5 पी-एच तक )थी,8& बक्र शा, बक्र का संपाती है, परन्तु उसके 
बाद 3-5 तुल्याँक के मध्य )४7, वक़ की अपेक्षा इसमें बफर क्षेत्र निम्नतर पी-एच के मानों पर प्राप्त 
होता है। इस निकाय में रंग के परिवर्तन कुछ विशेष स्पष्ट नहीं होते, परन्तु निम्नलिखित प्रेक्षणों के 





चित्र 3 कापर (॥) तथा निकेल (॥) के मिश्रित कीलेटों के पीं-एच अनुमापन वक्त 


(%) ग्लूटेसिक अम्ल-ग-एलानिन निकाय 

(8) ग्लटेमिक अम्ल-वैलीन निकाय 

(९) श्लूटमिक अ्रम्ल-ल्यूसीन निकाय 

७. (0०) तथा ग्लूटेमिक अम्ल (:) 

७ (८०()-ग्लूटेमिक अम्ल गौण लिगेड (]::) 
८७ सता) तथा ग्लूटेमिक अम्ल (:) 

5 सता» लूटेमिक ग्रम्ल-गौण लिगेंड (:]:) 

. »«» »« सैयुक्ते वक़् 


सभी लिगडों की साद्बता--0:0070 
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द्वारा मिश्रित कीलेट के निर्माण की पृष्ठि होती है। : २0 (-ग्लूट मिक श्रम्ल (५ा.,) के निकाय में 
लगभग 9 पी-एच पर अवक्षेप प्रगट हो जाता है, परन्तु मिश्रित निकाय (/७१,0) में बिलयन 0'5 
पी-एच तक नितांत स्वच्छ रहते हैं। : शाता)>लाइसीन निकाय में अवक्षेपण लगभग 8-5 पी-एच से 
प्रारंम हो जाता है । 


इस प्रकार यह प्रगट है कि इन निकायों में मिश्रित कीलेटों का निर्माण होता है। इसी प्रकार का 
व्यवहार अन्य गौण लिगेंडों के प्रयोग पर भी परिलक्षित है, जैसा कि चित्र 3 के श्रनुमापन वक्रों से 
स्पष्ट है । 


सारश्गी 7 


कापर (7) तथा निकेल (7) ग्ल॒टसेटों के सिश्चित कीलेटों के स्थायित्व स्थिराक 


(ताप-25"(), /--0-] ७ सोडियम परक्‍लोरेट) 


/मड नल ० &०६++:४ न न है ७ ४2७8, ४ ७७७०७ १00७0 08200 0000 का 58 


गोण लिगैंड.. 0ण07) पता) 


ग्लाइसीन 6-47 ॥०7॥) 
०-एलानिन 6-37 (08 
वेलोन 6-34 (०४५ 
ल्यूसी न 6-37 40५ 


2७७७॥७७७॥७॥॥७॥७॥७७७७७७७७॥७॥॥७॥७७॥७७७॥७७७॥७॥७७॥//एशश"श"शए"ए"शशश/श/"श/श""/श"श"श"शशण"श"/॥आ/श॥शणणणणणााााणााआ शा मन न टन मम मम मे मनिमकिकी न मम मिमिमिद की किन 


इन मभिश्चित कीलेटों के स्थायित्व स्थिरांकों की (सारणी ) 2८9(॥) तथा च(!) के इन लिगेंडों 
से निर्मित सरल कीलेटों ४-५ के स्थायित्व स्थिरांकों [(, तथा ९, की तुलना से यह स्पष्ट है कि इनका 
मान सरल कीलेटों के 6, मानों से भी कम है । ऐसे ही प्रेक्षण मिश्रित ऐस्पार्टेट बीलेटों के श्रध्ययन' 
में भी प्राप्त हुये थे, तथा इनकी व्याख्या उसी प्रकार एन्ट्रापी तथा सांख्यिक्रीय प्रभाव के आधार पर की 
जा सकती है, ज॑से पहले ४) की गई थी । 


यह भी उल्लेखनीय है कि इन मिश्रित ग्लूटमेट कीलेटों के ह£,,., के मान संगत मिश्रित 
ऐस्पार्टट कीलेटों के मानों से कुछ कम हैं। इसका कारण संभवत: ग्लूटमेट कीलेटों की श्रपेक्षतया श्रधिक 
स्थूलता से उत्पन्न त्रिविम प्रभाव है । 
कतज्ञता-ज्ञापन 


लेखकों में से एक (रमेश चन्द्र तिवारी) सी० एस० श्राई० आर० नई दिल्‍ली का सीनियर रिसर्च 
फेलोशिप के रूप में आर्थिक सहायता पाने के हेतु आभारी है । 
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सिंह, एम० के० तथा श्रीवास्तव, एम० एन०, जन ० इनआर्ग ० न्यूक्लि० केमि०, 973, 35, 2443. 


वर्मा, एच० एस० तथा श्रीवास्तव, एम० एन०, जन ० इनआगें० न्यूक्लि० केमि०, 975, 37, 50 
करी, जी० एच०, बोगुकी, आर० एफ० तथा मार्टेल, ए० ई०, इनआरग केमि ०, 964, 3, 288. 
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नाम प्रसाद सिह 
गणित विभाग, सोंतीलाल विज्ञान महाविद्यालय, भोपाल 


[ प्राप्त--प्रप्रेल 2!, 977 | 
सारांश 


इस शोध पत्र में दो चरों वाले #7-फलन के लिए क्रुछ तत्समक स्थापित किये गये हैं। ऐस! 
विश्वास है कि प्रस्तुत परिणाम नवीन हैं। परिणामों की प्रकृति सामान्य होने के कारण कई पूर्वज्ञात 
तथा नये परिणाम विशिष्ट दशाओं के रूप में प्राप्त किये जा सकते हैं। आनन्‍्दानी / द्वारा पूर्वज्ञात 
किये गये तत्समकों को विशिष्ट दशाओं के रूप में दर्शाया गया है । 


60870 


[तलाए।05$ ० ज-ालांणा ० (जछ्ए प्रधां॥)05. 29 रिश्वाएए93586 आए, ०7)३४ एा९2एकता 
१॥७॥०9५9५9०9999, 3॥094 ()७४. ?.). 


॥ए पथां$ एथ००५ 6 €हवजीशी 8 ग्रणाँल ण 36077068 607 ४6 अर्निलाणतत 6 (एज़० 
परता8005,. ॥76 768पर$ 2० 000ए6७6 [0 96 एर८छ,. 7॥6 76575 6 छा इथादाओं एीक्ष३णश, 
#0700९ प्रा५ [7097 38 जले 38 7609 76४प्5, 0] 96 0066 85 एथ0प87 ०७४८5. 


[लाए (घ९ ॥0 5॥रा5शा। [[] 8५6 06७॥ ४0ण7 88 एथएं0एपॉआ' 08888. 


.  प्रस्तावना 
दो चरों वाले सार्वीकृत फाक्स [2, 9. 408] के #-फलन को मित्तल तथा गुप्ता [3, 9. 7] 
ने मेलिन-बानीज के समाकल के रूप में परिभाषित किया है, जिसको हम निम्न प्रकार से प्रदर्शित करेंगे : 


((4५,3 ५/७७७ 4/9)); ((०/,५ १/४५)) ; (०५३ है 
(09 34,5 34,)) 3 ((4५,, 009)) 5 (99 +9५)) 


| ५» ९(5, 7) 0.) 09,(7) 3 77 48 4/, (-]) 


70% 7? ॥४2 2 ॥9१ 779? 7५ हि 
/7, 77; 29, १2, 28, 45 [9 





गा) धति 
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(अं ॥(--8/+-०।७--4;7) 





(७, /) उ+ की शक ता 

7 गए6-व०४-४)) ४४ ((-०+2४+2/) 

पान नी 

772 /9 

( 7(4/--5:9) 2४7 7(व-८४+» ७) 

है ला ॥ री ॥ 

0(७) <« 

7 (0-6/+9:) // :_(८४-५)७) 

ल्फाइत 

ह। 7, 

2 अल मी न मत 


4. 7(-॥+#॥) //. 7(४४-२॥४) 


(:) का समाकल निम्नांकित प्रतिबंधों के अन्तगेत पुणंतया अभिसारी है यदि 


[आए ४| <३/४४ पैंथा |॥8 »|<3/5% हो, जहाँ, 


(मई, (को- 0५ (00-, (0+2, 00-22, 0) 


2 


है| 
चूत (4-2. (40) गे (8)+4-2 (8/) 2 


कफ जा अय हुाण ४ +० 


+< ()-2 


23 


! 
ना 07. ४ 
/का9१- 


(72) 


(।"3) 


(-4) 


(:5) 


(:6) 


इस शोध पत्र में आगे सर्वेत्न (!.) द्वारा परिभाषित दो घरों वाले कंट्र समाकल को हम 
सांकेतिक रूप में प्र(७, )) द्वारा व्यक्त करेंगे तथा प्राचलों के समुच्चयों ((8/ ०७३, 42,)), (०५५ »/9))+ 
(०७७ 29) ((00ञ 79 909 (4५७ ५9), (५9७ 49) को क्रमशः (#,), (7१,), (7५), (2,) 


((2,), (0५), दार अंकित करेंगे । समुच्चय (4/4 » 7079 “ /१)) द्वारा ((०,, ; ०७ ४7), ««* 


का बोध होता है | 


# (६/५॥५ 4/,, 4/)) 
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2.  छ-फलन के तत्समक : 


इस अनुभाग में #-फलन के लिये निम्न तत्समकों की विवेचना करेंगे । 


प्रथम तत्समक : 


(5, छोचआा 2 के 7232 7705 83 +7॥ गो 
7 , शा; 29, 48; 2877,98+77 | 9 


#, (#,); (४७,)); (४+, ४), (#,) 
((2,), 5; (0.,); (03), (80, ८) | 


2, (४); (४,); (8+, /:), (५) 2] 
0900 /000,/0. 0) 


जहाँ अल्न(व; 8, ॥), (4--८; #+-४ ४ --/), (9---८--; /, ४/-- /)), 





_ [१ 289 7/25 89? 287 23 +7 रे 
श॒त3, धा१3; 29, 43; 22877, 43+7) | 5 





3न||(4--१; 8, #), (४५-०+-; ॥--7, #(+-2), (8--८; ॥ 77 +-7)) 
25० (4-०७; ॥, #(--।८), (4-- 8-८; #+, #'--॥/ ५-7१), (७+-०+] : ॥ ८ --7)), 
(77 22 ! (धर भव ( | | | /, / /:), (धर हरि || ले (0 न || 9 ॥॥| न (, / न (दि न /), 


(8-८; /, /:+/)), 
तेथा ॥75/६५ 0. 


द्वितीय तत्ससक : 


। ३... /॥07? ४8 ? 09! ॥9 ) 87 डे 
(2८ क है ) कहता ४, | कु ( नै १, ? ७ पृ (है ह॥ 9 हह हे है 
0% 0 2 ; 78, १38| 9 





7, (#,); (?,), (०, ४), (४--2-+-7, /--/2; (79) 
((2,), ७; (44-, ॥), (४--9, ४--/0, (2,); (०७) 
नो 2, (/,) । (2); (4 “0 हक [ 9 (० /:), (8, ८) 5 (2) 


2(0०)), #; (७-१, #--//, (0--4, #2 (29); (29) 
(22) 


5 (0५ | प्र * // | "9१ 8५५ मे ॥/ थुर |] 
. (]।8 0]।४*ऋ [५४ 0५ ह। (५ 
20॥ 2, था ९ /१५73, ०४।4; (8, (५ 





जहाँ 
रे ु ! (0 | (५ ् न्‍्पै |, /), (८2 ] १ (, /))॥, ५४+(6 0 रा [ $ /८--॥, /“), (८; , /)॥, 
«(१ ८३ 7-4, /), (०--।;/ /)), #5-((४--८--।; # 7, /) (6$॥7,/)॥ 
तथा ॥'7:/४ 0, 


तृतीय तत्समक 


४0, (2,); (8, /), (2५); (23), (८+, /) 
(02)), &; (2), (2+, 2); (८, /), (29) 


॥08 000 0 ह/ 5707५ | 
है !+ 2, ९३! 2: /2।7, (8॥:2 !१३ [3, 43॥7 [9 





2, (20,); (४,); (2५), (८+१, /) | (2.3) 
(2,), 77; (2,); (० /), (29) । 


__ 7707 7॥/985 ॥५97 72.१ ॥क777 ॥;; श 
न ।4 ७० ५ 0१) + 
हत, 47, (3, 2; 79३, ५४! | ॥ 





४ [जे 
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जहां 
॥७-[(४-९--; #--/5, ॥), (०-८; £, #(+/)| ($ल्‍३((ध--१; ॥--/:, /7), 
(६-|-८--] ; ॥, / +-/)।, 
7 (४; #, 8), (४--9+; #--/6 #), (४+% ४५ 7१), 
क्र ->(६+ 9 /, /), (6 -8; | -/८, /), (8-+-८2+ ! 9 पि, /.)। 
तथा # 2८:20. द 
चतुर्थ तत्समक : 


(5, छोच-7१ ँतुन 82 7 25 82 +73 7779 ? 79 ञॉ 
20 8 (7५ न्‍ 22+7, 42+3 ; /१3, 43 | 9 


7, (2,); (०, /), (0५); (23) ] 
(५23), 5; ( (22); (धर न ] रे (), ( (23) 

7, 0 00: 09, ७४०] ७५ 
((०,), 77; ((0.); (?+-, :) (९2४) 








__ 770? 7]73 ५ 779% ॥2 ४ ॥77377/₹ 773 | 
83 * यूँ) र हे है 
5, व; 22, १३; १2; 2877, ६377 [ 9 


जहाँ 
77-((4--०-+-; 8, /८), 2+८; /॥ /-+-/८), (०+; ॥ /)), 
$--((०--2; /, /), (24-2८--; 7, /+/), (८; ॥ /)॥ 
7 -((--०+ ; ॥, /४), (2--५; [--॥, /), (८-; / /)), 
क्र -((०--; #, ४, (०--०+-; /--॥॥ /), (८; & /9) 
तथा ४ >>/7>0 
पंचम तत्समक : 
/र, (2, ) 9 (८-+- [ 9 (), (/),) तर (/१५) 
((2,), 5; (00,), (८, 2; (०५) 


2, (2,); (०-+-व, 9, (2५); का 
(02,), 7; (०0,), (2, 0; ( (25) 


(>>, ओोच््य्ा?! ह473 ? 7299 ॥9 7-7 $ ॥73? 8 हल 
27%, 0+3; /#477: 4277; 23, 73 [ 9 








(25) 


__ 770? 73-+82 ॥797? 9 +7 नं 7737 73 प् 
क ७० 8 
शि+3 क[+3: 22+7, 7277: 23, १3 | 9 





॥-((१--2--; #--75, #/--/7), (2; /, ४), (४--८३ ॥--/, !)) 
$--[(ध--8; ॥--/६, #(/--/६), (0+-; /6, /८), (४--० +- ]: /---, /)). 
7 -4३(4; 8, ॥), (४-8 +; (--/८, ॥#/--/८), (2--८; / /--॥, /)), 
॥7-((4--; 8, 8४), (४--8; ॥--/८, #/--/९), (0--८+-; //--॥ /:)) 


तथा #>>::27:20, ॥'720>>7'>>0. 


दो चरों वाले >फलन के कतिपय तत्समक द 389 
षष्टस तत्समक : 


>> 7707 7703 शा? 2) हर 28. है, (2); (2,); (/,) 
कक कम, 7४१; ॥3, ४०; 80, ४ हे (00), 5; (2,); (99, 
2, (2,); (0॥); (7) | 
(०,), 7; (०); (०3) 


जल 


री 


(36) 
है ५ 


रे 02 हुन-25 299 ॥9? ॥32 ॥8 
27+3, ६772. ?2, 42; 23, 78 








जहाँ 
स्‍ज-((व३ , #), (न ०+ व; #+#3 //+/)2) ७ -(०-+; 8, ४), (५+०; #+/5, #-+-/:)) 
7-((६--०+; ॥--/5, ॥(--॥८), (8; /, £/0)), 7//--((४-- 2; ॥--/८, #/+/:), (2-+; /, /)) 


सप्तम तत्समक : 


(०५, 9) *+ 7?! है 793 ॥/2 39) 8१ 83 | 


(२, (2,); !,); (73) | 
(02,), 5; (2,); (23) 
, रे (7,); (7५) द (४7) 
(20), 7; (०.); (०४) 








हि 0? ॥7"" 8 3 772? 775 ? 779९ 7॥5 हि 
27%, 47745 /2, 72: 8, १३9 


जहाँ 
१०६(६--१; 2, ॥), (44-/; ॥ + /5, # + /:)), ७55((4; /, ४), (४+ 8--]: ४+#, ॥' | £?)॥), 
7--((०--; ॥, ॥/), (8; /5, /:0)), 77--((०; 8, #॥), (2? +; /, #)) 


अष्ठम तत्समक :; 
४९, (४); 0); (५3) | 





रन १ 795 शहर हर !8१ ॥ जे 
[7(5, 9) <-+ | 97? 727? 7/8? ४३ । 





(र+2, ढ+2; 09, 9; 72, १३ ७ (७०0), 5; (00); ((23) 
277० 0 2 $ 7772१ /72 $ 79? 728 भ £, (2, ) 9 (2५); (2१) | (2'68) 
2772, 872; /3, 2; 75, १०9 | ((2/), 7; (0,); (४१४) 
जहाँ 
(० ((४--8; ॥--/5, ४ --/८0), (४+-2+-; #+/, # +/)॥, 
456(४--9+; #--/६॥ #/-/)  (४+ 9; #+/#, #/ +/)/% 
7-[(४५-०+-; #+#&, #+%0), (6; &, 60) #्(ढ+ #क# /+ ६), (४+ : 4 7) 
/॥--/८>>0 तथा #॥-./८(>>0 
उपपत्ति $ 


(2-) द्वारा श्रंकित प्रथम तत्समक के सत्यापन के लिये उसमें दाहिने पक्ष में आये हुए दो चरों 
वाले 7र-फलन को (]-]) की मांति मेलिन-बार्नीज कंटूर समाकल के पदों में व्यक्त करने पर हमें 


390 नाम प्रसाद सिंह 
निम्नांकित प्राप्त होता है: -- 
शत लक मत 9७) 
दाहिना पक्ष--लद्ञज सर 8(8, 0) 0(७) 0(0) [4-2#फ९ क #, (2-9) 
हिल 4 7 (-4०+ 7४४४7) 7(-- ०४-- ८+(/४--7)४--४ --//)/] 
हा न ज््टाइाफ्राफफओे जशूसब्ण्मग्फककफ्रेैक्काकागत 
+(-9+/7) 7[--8-- ८--/४-- (/८ +- /)/] (2-0) 


वजजनन-सन्‍ततनन कल 3०५० ७-० “रस लक ककन-33५3७- 33 सर«क्न-+५+ मन ०३५०८ 


“क्त-उकश्मजा-?9-न्काकका+ 09 ! 


छ-- 7॥॥[--. ०48 +-/७ +- (॥/--/८ )/] / (--2-+-/ 7) 
रा . 7॥[- ००9 +॥8 + (7 --/८)/] 7(]-2+-/7४) 





3 नम मा 

(--०6-३०-०+(४/+-/)४ + (४ नई +-7)/]7]--9-- ८-४ ॥ (/:/ 4-/)४ 

(2 [) 

अब 7(2--)-22 (2) का उपयोग कर (2-0) तथा (2-) को सरल करके तथा (2:0) में 

से (2-]) को घटाने के पश्चात्‌ तथा इस प्रकार (4-3) के प्राप्त मान को (2:9) में प्रयुक्त करके तथा फल 

को (-) द्वारा परिभाषित दो चरों वाले #-फलन की सहायता से विवेचित करने पर हमें (2") का वाम 
पक्ष प्राप्त होता है । 


3. विशिष्ट दशायें 


प्राचलों का विशिष्टीकरण करने पर विभिन्न फलनों हेतु कई रोचक तत्समक प्राप्त होते हैं। 
उनमें से हम कुछ की यहाँ विवेचना करेंगे । 


(0) यदि (2-) में #-।८/ </+/-0०0 का उपयोग करें तो एक चर वाले /7-फलतन' के लिये 
निम्नलिखित तत्समक प्राप्त होता है : 


(4, /), (०-+ ८, /), ((०/, «/)) 
(8८, 8५)), (४+-।, /), (8५ ८-- ), /)| 
5 8 [+ [ (ध--8, ॥), (ध- 9-८, /); (4५, ०/)) | 
279, ६+2[7 | ((७,, 800), (७--४+-, /), (४५-४७ +०+॥, /), 
(४) यदि (3-]) में ७----/८, ०-5--] रखें तो श्रानन्दानी [[, 9. 36 (4:, 4:2)] द्वारा पूर्व 
ज्ञात तत्समक प्राप्त होते हैं । । 





फ्त [ बे क 
४ ्इकपत 25 २ 


(3-) 


(37 | यदि (3-]) में 4-5०--), 055, ०८>+३ रखें तो श्राननन्‍्दानी [[, 9. 36 (4-3)] द्वारा पूर्व 
ज्ञात तत्समक प्राप्त होता है । 


(ईए) इसी प्रकार (3-) में 6-००, 8 -5--, ८-६--(8--2 का मान रखने पर हमें आनन्दारन 
[!, 0. 36 (4:4)] द्वारा पूर्वज्ञात एक और तत्समक प्राप्त होता है । द 


दो चरों वाले #-फलन के कतिपय तत्समक 39] 


(०) यदि (22) में #-/, /--/'--0 रखें तो एक चर वाले फलन के लिये निम्नलिखित 
तत्समक प्राप्त होता 


प्र ) । [8 /४ $*2 
8 ँ 
( 4 -20)2( 2++4, 4१# | 
4225 7+थै 
हक 


(शं) यदि (2-6) में ॥ 50, ४-50 रखें तो दो चरों वाले #-फलन के लिये निम्नलिखित तत्समक 
प्राप्त होता है : 


(4, /), (8 4-०, #), ((०५, ०५)) 
(8, 82), (७+, ४), ७4-०+, #| 








(4-०, #), (2, /), (०५, ०५)) | । 


((2५५ 89)), (४-+-८-+-, ४), (8--, ४) (3-2) 


77, 
(७, ४0) की, 


0 02, 29+7 - 7273, ॥3 
/प7 धृक३- #2+7 (9+%7« 3 शी! 


(८--९ ६9 ] 9 !, (८), (/),) ) (4, /), (/,) 9 (५) | 
(्‌ (2), (८--४; /, /:7) 3 ((2,), (धर्न- [, /); ((23) 





रे 0, हक | 8, 22; गा; ॥8+7 | (४--१+ [; #, ४), (2); (2५); (2, /), (7) | (3-3) 
747, 47, कक /9, 42: #4%7 4४77 [9 | ((0,), (६+०, #, £); (०५); (25), (8-+-, /£/) 


(०) यदि (2:65) में ४ «//५०0 का उपयोग करें तो निम्नलिखित प्राप्त होता है 


ल्‍$ ॥/ 844 (6 /) (ध + 02 न , # । 0), ((६/ ] 
(7 (2) (+2 ६+ न (9५ /0)), (४ध--, /), (४-8, #॥+-/2) 


पे ॥"ै*दे | (6 न ॥ न ] 9 || न ), (6, (८), ((६/, ] (34) 
१६9, 4+2[ | (8, /89)), (१-०, #+-/0), (४+, £) 
(५प) इसी' प्रकार (2.7) में ॥/-«0, ४-0 मान रखने पर निम्नलिखित प्राप्त होता है : 
0 ॥+- 78, ॥9+-2 « 7॥3 88 हि (ध-+-8; £, £), (2,); (४+7, /), (29); (23) । 
:/(+४, )) ध 27, 47+4- 277, 9274. /?8, १3 [9 ((2।)+ (ध--2--४7 4, /८ ) (९2५) (6 /) (४५ 


(2,); (४--4, ४), (2); (2, ८), (?3) 
» (0,); (0,), (०, ॥); (29), (0+, /£) 


] 5४ 7. १५ गे 

0, 24; ॥9, ४४+; 73, 78+ . 
शा कल दा बक। 
27, ह7; 2877, वृ8४7; 03+7, 48 





| (3-5) 


(४) यदि (2-8) में #5-7८, #5 ४-0 का उपयोग करें तो निम्नलिखित तत्समक प्राप्त 
होता है : 


शक] (४--8--4, 2/), (६५, «/५)) 
घर()ल्‍-(९१- -4)०, ,। ह ((8५, (82), (४५०, 2/) | 


72. ॥+- (८--०-+ 4, 2/), (8, /), (4५, ५५)) 9-6) 
हा है| ((७,, 0), (४+४, 20), (#+, /)| ( 


07 [4 
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कतज्ञता-ज्ञापन 
लेखक डा० पी० आनन्दानी का, उनके द्वारा दिये गये मार्ग दर्शन के लिये श्रत्यंत श्राभारी है । 
निर्देश 
हि प्रानन्दानी, पी०, अनेल्स पालो० मैथेमेटिकी, 969, 25-37 
2. फाक्स, सी ०, द्वांजे० असे० सोसा०, 96], 98, 395-429 


3. मित्तल, पी० के० तथा गुप्ता, के० सी०, प्रोसी० इंडियन एके० साइंस, 972, 754, ]7-2 8 


लेखकों से निवेदन 


विज्ञान परिषद्‌ अ्रनसन्धान पतन्निका में वे ही भ्रनुसन्धान लेख छापे जा सकेंगे, जो अन्यत्र न तो छपे हों 
आर न श्रागे छापे जायें । प्रत्येक लेखक से इस सहयोग की झ्राशा की जाती है कि इसमें प्रकाशित 
लेखों का स्तर वही हो जो किसी राष्ट्र की वज्ञानिक प्रनुसन्धान पत्रिका का होता चाहिए 

लेख नागरी लिपि भौर हिन्दी भाषा में पृष्ठ के एक भ्रोर ही सुस्पष्ट अक्षरों में लिखे श्रथवा टाइप किये 
आ्राने चाहिए तथा पंक्तियों बीच में पाररव में संशोधन के लिए उचित रिक्त स्थान होना चाहिए । 
अंग्रेजी में भेजे गये लेखों के भ्रनुवाद का भी कार्यालय में प्रबन्ध है । इस श्रनुवाद के लिये तीन 
रुपये प्रति मुद्रित पृष्ठ के हिसाब से पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । 

लेखों में साधारणतया यूरोपीय श्रक्षरों के साथ रोमन श्रंकों का व्यवहार भी किया जा _ 
सकेगा, ज॑से (7 ,7८(४५)८ झ्रथवा ०/१,)” इत्यादि । रेखाचित्रों या ग्राफों पर रोमन श्रकों का | 
भी प्रयोग हो सकता है । गा 
ग्राफों और चित्रों में नागरी लिपि में दिये आदेशों के साथ यूरोपीय भाषा में भी श्रादेश दे 
देना श्रनुचित न होगा । 

प्रत्येक लेख के साथ हिन्दी में श्रौर अंग्रेजी में एक संक्षिप्त सारांश (8प्णाप्ाथ7०) भी आना 
चाहिए । अंग्रेजी में दिया गया यह सारांश इतना स्पष्ट होना चाहिए कि विदेशी संक्षिप्तियों 
(2०8:72०५४) में इनसे सहायता ली जा-सके । द 


प्रकाशनार्थ चित्र काली इंडिया स्याही से ब्रिस्टल बोर्ड कागज पर बने आने चाहिए । इस पर 
भ्रंक और अक्षर पेन्सिल से लिखे होने चाहिए | जितने श्राकार का चित्र छापना है, उसके दुगुने 


 आ्राकार के चित्र तयार हो कर श्राने चाहिए। चित्रों को कार्यालय में भी आर्टिस्ट से तैयार 


कराया जा सकता है, पर उसका पारिश्रमिक लेखक को देना होगा । चौथाई मुल्य पर चित्रों . 
के ब्लाक लेखकों के हाथ बेचे भी जा सकेंगे ।५ 


लेखों में निर्देश (!९८(८०८००८) लेख के श्रन्त में दिये जाय॑गे। पे 
पहले व्यक्तियों के नाम, जनेल का संक्षिप्त नाम, फिर वर्ष, फिर भाग (एणण्ण्घ०) और 


..भ्रन्त में पृष्ठ संख्या । निम्न प्रकार से-- 


80, 


फॉवेल, श्रार० आर० और म्युलर, जे० । जाइट फिजिक० केमि०, 928, 750, 80॥.. 
प्रत्येक लेख के. 50 पुनर्मुंद्रण (रिप्रिण्ट) बिना मूल्य दिये जायँगे। इनके अतिरिक्त यदि और 


: प्रतियाँ लेनी हों, तो लागत मूल्य पर मिल सकेंगी | - 


लेख “सम्पादक, विज्ञान परिषद्‌ श्रनसन्धान पत्निका, विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग”, इस पते पर _ 
आते चाहिए । आलोचक की सम्मति प्राप्त करके लेख प्रकाशित किये जाएँगे । ह ६ 


प्रबंध सम्पादक 


प्रधान सम्पादक 
।" सर ५+ ॥ का पाश गर: बः ० 
स्वामी सत्य प्रकाश ररस्वत। 





द शाम्ध सम्पादक्त 
डा० शिवगोपाल भिश्न, 


(॥४ 5600॥ 
+ए/कात 9598093 ?/'बोरवक) 50798 


9॥98889 £50॥00॥' 
97, 9॥00 (४०११७) (8/8 , 





ह २ ० 2, फि जे |, 9९५, , (2, 0]. 
एम०एग-सी ०, डी०फिल ० 
वाधिक घृलल्‍्य ४ 8 रु० या 20 शि० या 4 डालर तक (8, $ 07 20 3, ०४ $ 4 
तेमासिक घुल्य : 2 रु० या 5 शि० या 4 डालर ए&' ५४०. 7९8, 2 ०/ 5 98. ० $ ] 


मुद्रक ; 5 
8०. राय, प्रसाद मुद्रणालय, 
7 बेली एजेन्य, प्रयाग 


प्रकाशक ; 
विज्ञान परिषद्‌, प्रयाग 


